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Sur image reciproque d’un diviseur. 


A M. Wolfgang Krull, a Poccasion de son 60° anniversaire. 


Par Pierre Samuel ä Clermont-Ferrand. 





Considerons deux varietes algebriques V, V’ et un morphisme f de V’ dans V 
(c’est & dire une application rationelle et partout reguliere de V’ dans V). Etant donne 
un diviseur D sur V, nous cherchons ä donner un sens ä la notation f-!(D), oü f-!(D) doit 
ötre un diviseur sur V’. Nous generalisons ainsi le probleme que nous nous &tions pos6 
dans [6], et qui avait trait au cas oü f est birationnelle. Dans le present travail nous nous 
proposons aussi de preciser et de completer certains resultats de [6]. Pour la terminologie 
et les r&sultats nec6essaires de Geometrie Algebrique, nous renvoyons & [5]. 


$ 1. Pröliminaires sur les groupes et les espaces veetoriels. 


Lemme 1. Soient I un ensemble, G le groupe Z( ordonne par l’ordre produit, H un 
sous-groupe de G, et w un homomorphisme de H dans Z tel que w(xz) > 0 pour tout element 
z2>0de H. Notons E l’espace vectoriel R( ordonne par l’ordre produit, P le cone des 
elements positifs de E, F le sous-espace veetoriel.de E engendre par H, et w la forme R-lineaire 
sur F prolongeant w. On a alors w(y) > 0 pour tout element y > O0 de F. De plus pour tout 
iEeI,ona 

(4) we 


vernp Pri(Y) zennpPri(&) 
pr,(y) >0 pr;(z) >0 


Nous allons d’abord montrer que, pour tout el&ment y de Fr P et pour tout nombre 
röel e > 0, il existe un element x de Hr P et un entier g > 0 tels que: 


(2) |w(y) — g'w(x) | < eg", | pri(y) — q'pri(x) | < eg”! pour tout i € I. 


Ecrivons en effet y zb, x; oü z,€ H et oü les 5, sont des nombres r&els. Comme les 
j=1 
indices i € / tels que pr;(x;) #0 pour j donne ers en nombre fini, il existe 7 > 0 tel 


que "2 |pri(z,) |< e pour tout i€/, et que nz |w(z,) |< e. Or il existe des entiers 


1>0, ER „n) et n;(iE I) tels que |, j| Sg n pour j=1,...,net 
que | pr;(y) a | < qg’!e pour tout i€ /: en effet on prend n, = 0 peu les 
indices i tels que pr;(y) = 0; il reste alors un nombre fini d’inegalit6s & verifier, ce qui 
est possible en vertü d’un resultat bien connu sur les approximations diophantiennes 
([1], Chap. VII, $1, ge prop. 2); on peut a n; Z 0 pour tout i puisque 


pri(y) Z0. Comme y = Eha on a pr,(y) = 5 bypri (z,) pour tout i€ /, d’oü, pour 
j-1 


tout i€/ PL WORS, g's;pri(x) | <gte+g"'nz|priz,) | <2g"e. Ona ainsi 
j=1 j-1 
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— Zupile) <s 2e; comme le premier membre un entier et qu’il est 
j=1 
loisible de supposer e < }, ” est nuletonan = Zspr: (z2;) pour tout i €]. 


Considerons l’elöement x - Zum de H; comme pr; (2) en >0,ona xEP, e 
=1 


on a vu qu’on a l’inegalite | prs(y) — q!pr.(x) | S ge pour tout i € /. D’autre part 


on a wy—q"'2a) = „(206,— 0") 5) = 5 (b,—gq°"s,) w(z,), d’oü la majoration 
j=1 i-1 


n n 
wi) —g'w(a) |= |w(y—g" 2) | sz bg" |lw(a)|s nz w(z)|<g""e. 
Ceci demontre les inegalites (2). 


Supposons maintenant y > 0. I] existe alors un indice i tel que pr;(y) > 0. Si nous 
prenons e < min (}, pri(y)), on a g-!e < pri(y), d’ou g-!pri(a) 2 pri(y)—gte > 0, 
pri(z) > 0,et x > 0 puisque x € P. Comme x € H,ona w(z) > 0,d’oü w(z) > 1 puisque 
w(x) est un entier; ainsi w(y) Z q-'w(2) —q!e 2g""—4q "= 4qg"!>0.Ona donc 
bien w(y) > 0 pour tout elöment y > 0 de F. 


Dö&montrons enfin (1). Il est clair que le premier membre est inferieur au second. 

in 

l’ensemble des nombres = on zeHrn Pet pr;.(x2) >0. COFD. 

Lemme 2. Soient I un ensemble, E l’espace vectoriel R” muni de l’ordre produit, 

(e,) sa base canonique, F un sous-espace vectoriel de E, et w une forme lineaire sur F telle 

que w(x) > O0 pour tout element x > 0 de F. On suppose que, pour tout i € I, l’ensemble des 
x de Fr Ptels que pr,;(x) > 0 est non vide. Pour tout i € I, posons 


D’autre part, siyeFn Pet si pr,(y) >, il resulte de (2) que est adherent ä 


(3) EEE SR... .. 
zernp PrFi(%) 
pri(2) >0 
alors: 
a) Pour toute forme lineaire positive w' sur E prolongeant w, on a w'(e,) S w, pour 
tout i€l. 


b) Pour tout k€ I, il existe une forme lineaire positive w' sur E prolongeant w telle 
que w'(e,) = wr. 

c) Pour qu’il existe une seule forme lineaire positive w' sur E prolongeant w, il faut 
et il suffit que, pour tout k€ I et pour tout e > 0, il eziste un element x de Fr P tel que 
prı(z) >0 et que Z w;,pr;(z) S eprı(2). 

i+k 


a) Soient kE/et zeFr P tels que prı(z) > 0. Comme w(z) = 5 pr,(z) w'(e,) et 
i 


que ı’ est une forme positive, on a w'(e,) prı(x) <S w(x), d’oü w’(e,) S w;. 


w(e:) 
prı(ei) ie 
on a 2 — prı(z2) a €FrP, d’oü w(z) — prı(z) w(e,) Z 0, w(e,) <S Per (si prı(x) >0), 


et w(e,) S w,; ainsi w(e;) = w,. Donc, dans tous les cas, nous pouvons prolonger w en 
une forme lineaire u sur F + Re, qui verifie u(e,) = w,. Notons D (resp. N) l’ensemble 
des #löments x de F + Re; tels que u(z) > 0 (resp. u(xz) =). 


b) Sie, € F,ona, en vertu de (3), w S = w(e,); d’autre part, purz€eFnP 
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Pour prolonger u en une forme lineaire positive sur E, nous utiliserons la forme du 
thöoreme de Hahn-Banach donnee dans [2], Chap. II, $ 3, exerc. 2. Verifions que tous les 
points z de Pr(F + Re,) sont du möme cöte de l’hyperplan N de F + Re,, plus 
pröcisement qu’ils verifient tous u(z) 20. En effet un tel point x s’eerit ©=z+ ae, 
(szEF,aER) avec pr,(@) >20 pourifket pr.) +a20.Sia=s(0, ona pr,.(2)<0, 
done zeFnP et w(z) > 0; comme w(z) > w,pr,.(z) par definition de w,, on a 
u(x) = w(z) + awı > (prı(z) + a)w, >20. Si a>(, choisissons y dans Fr P tel que 


w(y) 
prı«(y) > 0 et que rar, 


d’ou w(z) + a(prı(y))"w(y) Z 0, et w(z) + a(wı + e) Z 0; comme ceeci a lieu quel que 
sot e>0,onaw(z) +aw, >20, c’est ä dire u(xz) > 0. 


< w; + e(e > 0); on voit aussitöt quez+ a (prı(y))'yEFnP, 


La seconde hypothese du resultat cite est que, pour tout yE€E, il existe x dans 

P r(F + Re,) tel que x + by € P pour | b | assez petit. Or les indices i tels que pr;(y) + 0 

sont en nombre fini; pour chacun d’eux il existe x, dans # rn P tel que pr;(z;) > 0; nous 

en) 

pr«(y)} 

D’apres le r6sultat cite, il existe un hyperplan H de E tel que tous les points 

de P soient du möme cöt& de Het que Hr(F+Re)=N. Donc H est le noyau 

d’une forme linsaire w’ qui prolonge u. Comme w’ garde un signe constant sur P, et 

que u prend des valeurs > 0 sur FnP, w' est positive sur P. Ainsi w’ est une forme 
linsaire positive, et ceci d&montre b). 


prendrons pour x la somme des x,,et la relation x + by€ P aura lieu pour |b| < min,( 


c) Si w’ est unique, on a w’(e,) = w, pour tout k€/; prenons e >0; ilexiste zeFnP 


ED < + e; comme w(2) = Z w(e) pri(2) = wrpru(z) +2 wprda), 

Pr: (2) 7 ietr 

on a bien Fw;pr;(x) Se prı(x). Reciproquement, si x est un element de F nP veri- 
i+k 

fiant prı(x) > 0 et Z w;pr;(x) Se prı(z), et si w’ est une forme positive prolongeant w, 

i+k 


on a w(x) = w’(e,) prı(z) + Zw’(e,) pr.(x) d’oü (puisque w’(e) <w,;, par a)) 
i+k 


tel que 


w(z) S w’(er) prı(x) + Z w,pr;(x), et done w(z) < prı(x) (w’(es) + €); par consequent 
i+k 


on a w < w'(e,) + e pour tout e>0, d’oü w, < w'(e,) et w'(e,) = wı (d’apres a)). 
CGeci montre l’unieite de w'. 
Remargue — Nous avons en fait demontre que, pour k donne, la relation «pour tout 


e>0, il existe z€E Fr Pttel que prı(z) > 0 et que 8 w;,pr;(x) Se pr,(x)» &quivant & 
i+k 
«w'(e,) = w; pour toute forme lineaire positive w’ sur E prolongeant w». 


$ 2. Applieation g6omötrique. 


Soient V et V’ deux varietes, que nous supposerons normales. pour simplifier, et / 
un morphisme de V’ dans V. Fixons une sous-variet€ W’ de codimension 1 de V’. Etant 
donne un diviseur D sur V, nous nous proposons de definier le co6fficient w'(D) de W' 
dans le diviseur «image r&ciproque de D». Au sens ensembliste, f-!(D) est de codimension 1 
sur V’ si l’intersection Dr f(V’) est propre, c’est & dire si aucune composante de D ne 
eontient f(V’); sinon on a f-!(D) = V’; nous exeluerons provisoirement ce dernier cas. 

Il est naturel d’imposer les conditions suivantes ä l’application w': 

a) w'(D) est un nombre reel qui depend lineairement de D; 

b) w’(D) est defini localement (i. e. w'(D) = 0 si l!’ensemble f-"(D) ne contient pas W'); 

1* 
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c) si D est un diviseur positif, on a w(D) > 0; 
d) si D est le diviseur (x) d’une fonction x sur V, w'(D) est le coefficient de W' dans 
le diviseur (x of) de la foncetion zo f sur W. 


La condition b) montre que nous n’avons &ä nous occuper que des diviseurs qui 
contiennent la sous variete W = f(W’) de V, c’est ä dire des diviseurs locaux de V en 
W. Algebriquement soient k un corps de definition de V, W, V’, W' et f, o l’anneau local 
0.(W; V) de W sur V, et h ’homomorphisme de o dans k(V’) correspondant ä f; ’anneau 
local vo’ de W’' sur V’ est l’anneau d’une valuation diserete w, de k(V’) (puisque V’ est 
normale), qui domine h(o); nous supposerons w, normee. Les sous variet6s D de codimen- 
sion 4 de V qui contiennent W mais ne contiennent pas f(V’) correspondant aux ideaux 
premiers p de hauteur 1 de o qui ne sont pas contenus dans h-!(0); en notant / l’ensemble 
de ces id&aux premiers, nous avons & definir l’homomorphisme w’ sur le groupe G = ZW. 
D’apres d), w’ est deja connu sur le sous-groupe H de G forme par les diviseurs locaux 
de fonctions; les fonetions correspondant aux &l&ments de H sont determinees par le 
lemme suivant: 


Lemme 3. Soient o un anneau de Krull, S une partie multiplicativement stable de vo 
et I l’ensemble des ideaux premiers p de hauteur 1 de vo tels uep rn S +9. L’ensemble des 
elements x + 0 du corps des fractions de vo dont toutes les composantes du diviseur appar- 


tiennent & I, est egal ä l’ensemble des elements inversibles de o,. De plus on ao, = N 0,: 
BEI 
Rappelons qu’on appelle «anneaux de Krull» les anneaux que W. Krull a intro- 


duit sous le nom de «endliche diskrete Hauptordnungen »; ä tout ideal premier p de hauteur 
1 de o correspond une valuation norme£e v, du corps des fractions X de o dont l’anneau 
est o,, et o est l’intersection des o,; un diviseur de o est une combinaison lin&aire formelle 
Sn(p)p, et les composantes d’un tel diviseur sont les p tels que n(p) + 0; le diviseur 


w 
d’un element x + 0 de K est, par definition, I v,(z) pP. 
® 


Ces rappels etänt faits, nous d&montrerons d’abord la seconde assertion du lemme 3. 
Il est elair que o,<o, lorsque pn $ =®. Inversement considerons un &l&ment x de 
n 0,;onav,(x) 20 lorsque pr S =®; les ideaux premiers p; de hauteur 1 tels que 
Bel 


v,,(2) < 0 verifient done pn 5 +, et il existe , €p; m S. Or ces p, sont en nombre 
fini; posons v, (2) = —n(i) et s = II s’®. On a &videmment s€$ et v,(25) Z0 pour 
tout ideal premier p de hauteur 1. D’oü zs €v et x € o,. Ceci prouve la seconde assertion. 
Il en resulte que les relations «x € 0,» et «v,(z) > 0 lorsque p € /» sont &quivalentes. 
Done «v,(z) = 0 lorsque p € I» equivaut A «z € o, et x’! € og», ce qui demontre notre 
premiere assertion. CQFD. 

En revenant aux notations d’avant le lemme, les fonctions x sur V dont le diviseur 
local (x), appartient ä H ne sont donc autres que les el&ments inversibles de l’anneau 
local o,-1.,. Notons B le groupe multiplicatif de ces foncetions. Pour z€ B, h(x) est 
defini (h(x) € k(V’), h(x) + 0), et, comme l’image par h d’un &l&ment inversible u de o 
verifie w, (h(u)) = 0, l’entier w, (k(x))ne d&pend que du diviseur (x)y de x;on a donc defini 
un homomorphisme w de H dans Z qu’il s’agit de prolonger a G = Z(”. Pour celä nous 
allons appliquer les lemmes 1 et 2 du $ 1; ceei est possible puisque: 


1) Pour DEH, D>0, ona w(D) >0. En effet, soit z€E B tel que D= (z),; 
comme D>0,onav,(x) > 0 pour tout p € /; d’autre part v,(z) 20 pour q $ / d’apres 
le lemme 3; done z€o. Comme D >0, il existe p € / tel que v,(x) >0; done zEp; 
a fortiori x est &l&ment de l’id&al maximal de o, donc h(x) de celui de h(o). Comme l’anneau 
de w, domine h(o), on a done w, (h(z)) > 0; d’oü w(D) > 0. 
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2) Pour p€/, il existe z€Ep tel que z$h-!(0); on a alors zEB, (2), Z0 et 
Pr, (()w) >0. 

Les lemmes 1 et 2 montrent alors qu’il existe un homomorphisme w' de G = Z 
dans R tel que w'(p) = 0 pour tout p € /. D’apres ce qu’on a vu dans la verification 1) 
ci dessus, et d’aprös la formule (1) du lemme 1, le nombre reel w,(p € /) correspondant 
au w, du lemme 2 est donne par la formule 


w,(h(z)) | 
4 w, = inf ()- 
’ zephnB v,(%) 
Il est elairquepn B=prCh-!(0). Si, comme il est naturel, on pose w,(0) = + ©, 


h 
on a aussi w, = inf e N - Pour toute partie A de o, posons w, (k(A)) = min w, (h(x)). 
zep \ Up?) zeA 


Comme l’ensemble des el&ments x de o tels que v,(z) Zn est la puissance symbolique 
n-idme p'” de p, on a &videmment 
hip” 
(5) w,= inf (SEE, 
n21 n 
Remargue. Comme p"p®<p"+®, ja fonetion f(n) verifie f(n + g) < f(n) + f(g) 
pour tous entiers n, g Z1. De la on deduit quasi-classiquement (cf. [4], th. 1) que la 


n } s y n Ki 
suite Bm a une limite, egale a inf (9). Pour la commodit£& du lecteur, nous donnerons 


ici la demonstration de ce fait: 


Lemme 4. Soit f une fonction a valeur reelles positives, definie pour nZ1, et telle 
que p +9 <flp) +f(Q) (resp. ip +g) =f(p) + f(g)) pour tous entiers p,g >21. 


Alors la suite FR a une limite finie (resp. finie ou + oo), et cette limite est egale ä 


inf 2) (resp bi (di fi), 


Posons en effet L= ine( KR?) (resp- sup (dr =), et donnons nous e > 0 (modifications 


faciles lorsque L = + oo). Il existe un entier a tel que L s — ne sL+e (resp- 
L— < fe) = < L). Faisons la division euclidienne de n par a: n=aqg-+r avec 


0<r<s ET Onaf(n) < flag) + fr) < gf(a) + f(r) d’ou Z— fe <S a-!f(a) + (ag) -"f{r) 
fin) _ _gf(a) 


(resp. * > Frege en) Pour n, done g, suffisamment Mg on a ainsi 


n"!f(n) Saıfla)+esL-+2e 
(resp. n-!f({n) Za-'ffa— e 2 L—2e). Done |n-!f{n)—L |< 2e pour n suffisam- 
ment grand. CQFD. 
La formule (5) donne done: 


(ER). 


(6) w=| 


Lorsque les puissances symboliques de p sont &gales ä ses puissances ordinaires 
(par exemple lorsque p est principal, mais il y a d’autres cas), on a 
u, (k(p)) = wı(h(p)") = n wı(h(p)), 
d’ou 
(7) vw, = w,(h(p)) = min (w,(h(2))). 
zey 
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Nous avons done demontre: 


Thöor&me 1. Avec les notations du debut du $ 2, il existe un homomorphisme w' du 
groupe G des diviseurs locaux en W dont aucune composante ne contient f(V’') dans R verifiant 
les conditions a), b), e), d). Pour tout diviseur irreduectible p&G,on a0 <suw(p)<su, 
(w, etant defini par les formules (4), (5) ou (6)). Pour tout diviseur irreductible p €G, il 
existe un homomorphisme w' verifiant a), b), ec) et d) et tel que w'(p) = w,. Pour que w'(p) 
soit uniquement determine, il faut et il suffit que, pour tout e > 0, ü existe x € p, x$h-!(0) 
tel que 3 v,(z) w, S ev, (2). 

a+» 


Un ideal premier p de hauteur 1 de vo sera dit presque-principal (pour w, et h) 
s’il verifie cette derniere condition; un ideal principal p non contenu dans h-!(0) est 
&videmment presque-principal (pour h et n’importe quelle valution w, qui domine k(o)), 
mais on a vu dans [6] qu’il y en a d’autres. Un anneau local de Krull o dont tout ideal 
premier p <: h-!(0) de hauteur 1 est presque-principal pour h et w, est dit presque-factoriel 
(pour h et w,); .un anneau local factoriel est quasi-factoriel, mais il y en a d’autres (ibid.). 
Lorsque W = f(W') est simple sur V, l’anneau local o de W sur V est regulier, donc 
factoriel ([7]); ’homomorphisme w’ de G dans R est alors unique; or la theorie des inter- 
sections fournit, dans ce cas, un tel homomorphisme, & savoir 


D-iy,„(W7; T-(Dx V')) 


oü T designe le graphe def dans V x V’ et W’„ la sous-variet&e(V x W') -T de T correspondant 
a W'; d’autre part (7) est ici applicable, d’oü, en notant od l’ideal principal de o correspon- 
dant au diviseur D, 


(8) w(D) = w,(h(d)) = iy,y.(W7; T-(D x V')) 


(la seconde &galite est d’ailleurs classique; ef. [5], Chap. II, $5, n®7 et $6, n®5). 

Passons maintenant du local au global. Pour chaque sous-variete W’ de codimension 
1 de V’, faisons choix d’un homomorphisme wy,., verifiant les conditions du th&or&me 1. 
Pour tout diviseur D sur V dont aucune composante ne eontient f(V’), la somme formelle 
EZ wy:(D)- W' n’a qu’un nombre fini de termes non nuls (correspondant aux composantes 
y 


de f-!(Supp (D)), l’image r&ciproque 6tant prise au sens ensembliste et Supp (D) designant, 
comme d’habitude, la reunion des composantes de D). Cette somme est donc un diviseur ä 
co6fficients r6els sur W’. Done: 


Theoröme 2. Etant donnees deux varietes normales V, V' et un morphisme f de V' 
dans V, il existe un homomorphisme f? de l’espace vectoriel G,(V) des diviseurs a coefficients 
reels sur V dont aucune composante ne contient f(V'), dans l’espace vectoriel G(V’) des 
diviseurs a coefficients reels sur V’ tel que 

1) si W’ est une sous-variete de codimension 1 de V’ non contenue dans f-"(Supp (D)), 
alors W' n’est pas composante de f°(D); 

2) si D est positif, f?(D) est positif; 

3) si D est le diviseur (x) d’une fonction x sur V, fP(D) est le diviseur (zo f) de la 
foncetion zof sur V'. 

Pour que l’homomorphisme f° soit unique, il faut et il suffit que, pour toute sous- 
variete W' de codimension 1 de V’, l!’anneau local de f(W') sur V soit presque-factoriel pour 
l’homomorphisme h de vo dans k(V') defini par f et pour la valuation w, de k(V’) correspondant 
a W'. Cette derniere condition est verifiee lorsque V est non-singuliere. 
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$ 3. Transitivite. 
Considerons trois varietes normales V, V’, V’ et des morphismes f, g: 

v'_2 V' / V. 
Soient, avec les notations du th&or&me 2, fP un homomorphisme de G,(V) dans G(V') 
associe & f et g’ un homomorphisme de G,(V’) dans G(V’”) associe ä g. Si D est un divi- 
seur sur V, g°(f°(D)) est defini si aucune composante de fP(D) ne contient g(V’”), done, 
a fortiori, sig(V')<<f"!(Supp(D)); or cette dernidre condition &quivaut af (g(V”'))-*- Supp(D). 
Dore /’homomorphisme g° of? est defini sur G,,(V). Comme il possdde &videmment 


les proprietes 1), 2), 3) du th&or&me 2 par rapport au morphisme fog, nous voyons que 
g’ofP est l’un des homomorphismes (f og)". 


$ 4. Deux cas partieuliers. 


Surjections. On suppose ici que le morphisme f: V’— V est «generiquement sur- 
jeetif », c’est ä dire que f(V’) est dense dans V (pour la topologie de Zariski). Avec les 
notations du $ 2, ’homomorphisme Ah correspondant de o dans k(V’) est alors injectif; il 
identifie k(V) ä un sous-corps de k(V’). Dans ce cas G,(V) =G(V) et f? est definie pour 
tous les diviseurs sur V. Des exemples de ce cas ont &t& traites dans [6]. 

Injections. On suppose ici que V’ est une sous-variete de V et que f est l’application 
canonique de V’ dans V. Alors (notations du $ 2), k(o) est l’anneau local de W’ sur V’, et 
est donc l’anneau de la valuation w,. L’espace vectoriel G,(V) est celui des diviseurs dont 
le support ne contient pas V’. Pour un tel diviseur D, f°(D) peut &tre consider comme 
un «diviseur induit par D sur V’ »; lorsque W’ est une composante de f?(D) qui est simple 
sur V, son co£fficient dans fP(D) est n&c6ssairement ©gal ä la multiplieit& d’intersecetion 
i,(W'; V'- D). Nous allons maintenant traiter un exemple oü W’ n’est pas simple sur V. 

Exemple. Prenons pour V un cöne projetant une courbe plane non singuliere C de 
degr& d, pour V’ une gen£ratrice de V, et pour W = W' le sommet du cöne V. Notons o 
l’anneau local de W sur V, a l’id&al premier de o correspondant & V’, h ’homomorphisme 


canonique de vo sur r (qui est l’anneau local de W sur V'), et w, la valuation norm&e 


dont l’anneau est . Pour tout ideal premier p de hauteur 1 de o, nous noterons v, la 


valuation normee dont l’anneau est o, (NB: ce sont les notations du $ 2). 

Nous allons d’abord montrer que, pour tout id&al premier p + a de o correspondant 
a une generatrice, et pour tout entier n > 0, il existe un element homogene x, de degre n 
de o tel que 

(9) v,(2,) Zdn—2g, Zv,(z,) <2g, v,(2,) = (i.e. z,$a) 

a+p 

(oü g designe le genre de la courbe C base de V). A l’exception de la condition v,(z,) = 0, 
ceci a et& d&montre dans [6], th. 4; pour tenir compte de cette condition, nous nous 
servirons du lemme suivant: 


Lemme 4. Soient J une variete abelienne, T une sous variete de J engendrant J, g le 
plus petit entiertlque J=T+T-++---+ T(gfois), aun point de T et b un point de J. 
Il existe alors 2g points (t;) de T distinets de a tels uet, +" +1,=b. 

Posons en effet T,, = T+''':+ T(g—1 fois); c’est une sous-variete de J, 
distinete de J. Par translation et symötriea + 7,-,etb— a — T,_, sont des sous-variötes 
distinetes de J; il existe done z€ J tel que z$a + T,_, et z$b—a— T,_,, d’oü 
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b— xz$a+ T,-,. I existe t,,...,19 et gan. yigg dans 7 tels wer=t+'' +1, 
etb— 2 =b;+°''+tiy. Aucun t;(i =1,...,g) n’est egal ä a, sinon z€a-+ T,_,; 
de m&me aucun t, pur j=g+1,...,2g. CQFD. 

Ceci etant, soient A et P les points de la courbe C correspondant ä aetp, J la 
jacobienne de C, i l’application canonique de C dans J, et n un entier. En appliquant le 
lemme 4 au cas T =i(C), a=i(A), b=—(nd—2g)i(P), on voit qu’il existe un 
diviseur positif D de degr& 2g sur C tel que S(i(D)) = —(nd — 2g) i(P) et que A ne 
soit pas composante de D; on a alors S(i((nd — 2g) P+ D)) = 0, ce qui montre que 
(nd —2g) P+D est lineairement &quivalent ä nE (E: section hyperplane de C). En 
appelant d le diviseur sur V correspondant ä D, on voit done qu’il existe un &l&ment 
homogene x, de degr& n de o tel que (x,) = (nd — 2g) p + d. Comme a n’est pas com- 
posante de d et que d est de degr& 2g, les relations (9) sont verifiees. 


Notons maintenant que la valuation w, de 2 est definie par les puissances de l’ideal 

ö aa 3 wh ((x))' n 
maximal de = anneau. On a donc w, (h(x,)) = n,d’oü w, = int a ) S ha 
et done w, S T' De meme uw, S z pour tout ideal premier homogene q de hauteur 1. 
Prenant un el&öment homogene z de degr&e 1 de o non contenu dans a, les relations 
Zv,(2) =d, Zw'(p) v,(z) = w, (h(z)) —=1 (w': homomorphisme prolongeant w,h; ef. 





Th. 1), et w'(p) sw, S T' montrent qu’on a w(p) = w, = ı pour tout ideal premier 


homogene p de hauteur 1 contenant z; vu l’arbitraire de z, cette 6galite a lieu pour tout 
ideal premier homogene de hauteur 1. Done w’ est uniquement döterminee sur les com- 
binaisons lineaires de generatrices de V. Comme tout diviseur sur V est lineairement 
equivalent & une combinaison lineaire de generatrices ([3]), on en deduit l’unicite de w'. 
Nous avons vu que n’importe quelle autre generatrice de V induit sur la generatrice V' 
le diviseur d-'W. Ceci gen£ralise les resultats connus relatifs au cas de generatrices qui 
sont des sous-multiples d’intersections completes. 


$ 5. Indications sur le eas des composantes exc&dentaires. 


Soient o un anneau de Krull local, p un id6al premier de hauteur 1 de vo, h un 
homomorphisme de o dans un anneau integre, et w, une valuation discrete normee dont 
l’anneau domine h(v). Nous avons vu au $ 2 que lorsque p <- h-!(0) le nombre reel, 


w, al 


v,(2) 


(10) ae ( 


zep 


joue un certain röle dans la determination des images reciproques de diviseurs. Nous 
nous proposons d’examiner si on peut encore donner un sens & (10) lorsque p < h-!(0) 
(geometriquement, avec les notations du $ 2, l’image r&ciproque ensembliste du diviseur D 
correspondant ä p est alors la variete V’ tout entiere). Comme tout morphisme f: V’—V 
se d&compose en la surjection V’ — f(V’) et l’injection f(V’) — V, et comme aucun diviseur 
de f(V’) n’a pour image r&ciproque V’ tout entiere, nous pouvons nous borner au cas 
d’une injection. Dans ce cas h(o) est l’anneau de la valuation w,. La donnee des valuations 


v, d’anneau o, et w, d’anneau h(o) = FR ainsi que l’inclusion p < h-!(0) suggerent 


P’utilisation des valuations generalisees de W. Krull. J’ignore encore ce qu’on peut 
faire lorsque p + h-!(0), et me contenterai de donner quelques indications sur le cas 
ou p = h-.(0). 
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Dans ce cas la composition des places associees ä v, et ä& w, definit une place du 
corps des fractions K de o, & laquelle correspond une valuation w de K dont le groupe 
totalement ordonn& I’ est isomorphe ä Z x Z ordonn& lexicographiquement. L’isomor- 
phisme de /' sur Z x Z n’est pas canonique; ce qui est donn& intrinsequement est: a) le 
sous-groupe isol& A de hauteur 1 de I!’ (image par w de l’ensemble des &löments x de K 
tels que v,(x) = 0; — b) un isomorphisme canonique de 7/A sur le second facteur Z 
de Z x Z (’homomorphisme compos& 


K-- T—T]4 —Z 


etant v,); — €) un isomorphisme canonique de A sur le premier facteur Z (provenant de 
w,oh par passage aux quotients). 

Un isomorphisme de /'sur Z x Z est determine par le choix d’un el&ment de /’' qui 
corresponde & (0,1); un tel &l&ment peut ötre arbitrairement choisi parmi les w(a) tels 
que v,(a) = 1. Un tel element &tant choisi, nous noterons w, la valuation de K obtenue 
en composant w et l’isomorphisme de !’ sur Z x Z correspondant ä a. On a donc, pour 
tout x € K* 


(11) ws(z) = (82), v,(2)) 


oü s, est ’homomorphisme de K dans Z qui prolonge w,oh et qui verifie s,(a) = 0 
(v,(a) = 1). On verifie facilement que, si a’ est un autre element de Ä tel que v,(a’) =1, 


on a, en identifiant canoniquement A &Z et en posant q = w (2) €z, 


(12) s„(2) = 5,(2) + gu,(2) (pour tout zEK). 


Ceeci &tant, afin de pouvoir diviser par des entiers, plongeons Zx Z dans Rx R 
(ordonne lexicographiquement lui aussi), et considerons l’ensemble des &l&ments 
bu Ah (2 i ı) € Rx R oü x parcourt p; il revient au m&öme de consid£rer l’ensemble 
%,() %(2) 

N, des nombres re&els DEE (z€p). D’apres (12),onaN\„=q4+N, (a =u (2)); 
autrement dit N, est determine & une translation entiere pres. 

Nous allons montrer que N, est minore. D’apres ce qui pre&cede il suffit de le voir 
pour un element a particulier. Or comme o est un anneau de Krull, il existe un element a 
du corps des fractions K de o tel que v,(a) = 1 et v,(a) SO pour tout id&al premier 
q +p de hauteur 1 de o (prendre bEK tel que v,(b) = 1; pour tout q; #Pp tel que 
v,,(b) >0, on choisit e;€g; tel que c,$p; alors a = b(e,cz***c,)-* a les propristss 
requises lorsque l’exposant n est assez grand). Si x est un elöment de p on a, en posant 
v,(2) =n, 8s(2) = s.(2a”*) —ns,(a) = s.(za-!) = w,(h(za-”)); comme v,(za-") = 0 
et que v,(za-*) >0 pour qg+p,onaza-"€o, d’oüu w, (h(xa -*)) >0. Ainsi l’ensemble 
N. est form& de nombres > 0, et est done bien minore. 

Par consequent le nombre reel 

(13) inf (>) 

ze» \Yp(2) 
existe. Si l’on change l’element a, ce nombre subit une translation entiere. Nous avons 
done intrinsequement defini un nombre reel modulo 1, a savoir la classe de (13). Nous le 
noterons w,. 

On remarquera que les hypoth£ses faites impliquent que o est un anneau de dimen- 
sion 2. Ainsi l’el&ment w, de R/Z est defini lorsque o est un anneau de Krull local de 
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dimension 2 et p un id&al premier de hauteur 1 de o tel que = soit un anneau de valuation 


diserete (c. &. d. soit integralement clos). 


Exemples. 1) Si p est principal, on a w, = 0. En effet, posons p = va. Comme ei 
dessus on a s,(2) Z 0 pour tout x €p.D’autre part on a aEp et s.(a) = 0.2) Cöne du 
second degre. — Prenons pour o l’anneau local de l’origine sur le cöne x? = yz, et pour p 
l’ideal (x, z) d’une de ses gen6ratrices. On verifie facilement que les puissances symboliques 
de p sont donnees par les formules p‘?” = (z*) et p*+" = (z"x, z"*!). D’autre part 


l’elöment a = ” verifie v,(a) = 1 et p< oa. /Enfin! l’ideal [maximal de 5 est engendr& 


: S.(t - r 
par la classe de y. Ona inf ( «| ') = inf (n”" min (n) (w, (k(ta-*)))\. Or l’ensemble 
tep \%p(t) n21 te» 

des ta?" pour t€ p® est identique & celui des ! ra" =! "ya "= ty" out’Eo; 
le minimum de w, o h sur cet ensemble est &videmment n, et le terme correspondant du 
N 1 ' i j 

inf est 35 =7- L’ensemble des ta=*+» pour tEp@"+V est identique & celui des 
("x 4 ar tt) an+D nu (x Fe t'' 2) y+! a! iR (ty + t'z) y". pour v, y’ Ev; le 
minimum de w,oh sur cet ensemble est n + 1, et le terme correspondant du inf est 


(n +1) 2 { Salt) 
Un+t' On a done ei (& 


2 1 
=7 et w, est la classe de 5 modulo 1. 
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Zr m a u an Fa A 


Zur Verallgemeinerung des Rosenthalschen Struktursatzes 
für die ebenen dualisierbaren Kurven. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 
Von Otto Haupt in Erlangen. 





Einleitung. 


1. In seiner grundlegenden Untersuchung der Singularitäten ebener Kurven [10]*) 
hat Herr A. Rosenthal unter anderem den folgenden Struktursatz bewiesen ([10], 
S. 521): Der Träger einer jeden dualisierbaren Kurve (in der projektiven Ebene E,) ist 
darstellbar als abgeschlossene Hülle einer Vereinigung von abzählbar vielen Konvex- 
bogen. In den folgenden Zeilen soll auf eine Modifikation des von Herrn Rosenthal 
gegebenen Beweises hingewiesen werden, bei der übrigens wesentliche Schlüsse dieses 
Beweises wieder benutzt werden. Zugleich wird aber diese Modifikation zu einem Beweis 
für Kurven im n-dimensionalen Raum und zwar unter einer gewissen Abschwächung der 
Voraussetzungen verallgemeinert (vgl. auch Ziff. 3 dieser Einleitung). 


2. Der Gedankengang des Rosenthalschen Beweises ist der folgende: Es wird gezeigt 
erstens, daß auf einer dualisierbaren Kurve weder die Spitzen noch die Wendepunkte dicht 
liegen; zweitens, daß eine (im Endlichen gelegene) Kurve mit stetiger Tangente und ohne 
Spitzen in endlich viele Teile zerfällt, die für sich betrachtet keine mehrfachen Punkte 
besitzen. Daraus folgt dann die Darstellbarkeit (des Trägers) der Kurve als abgeschlossene 
Hülle einer Vereinigung von abzählbar vielen, einfachen, stetig differenzierbaren Bogen 
ohne Spitzen und Wendepunkte. Da aber jeder Bogen der letzteren Art Vereinigung 
endlich vieler Konvexbogen ist, ergibt sich der Struktursatz. 


3. Der Beweis von Herrn Rosenthal für ‚erstens‘ (vgl. Ziff. 2) stützt sich auf seine 
weitreichenden Sätze über die Verteilung der Spitzen und Wendepunkte auf einer (be- 
liebigen) Kurve; und für die Folgerung aus ‚zweitens‘ auf einen Satz von Hjelmslev. 
Demgegenüber geht die in Ziff. 1 erwähnte Modifikation so vor: Als dualisierbar ist 
jede keine Strecken enthaltende Kurve erklärt, die (a) stetig tangierbar ist (d.h. die 
an jeder Stelle genau eine Tangente besitzt, welche sich stetig mit der Stelle ändert), 
für die ferner (b) der Schnittpunkt einer Tangente 7 mit den Tangenten in den benach- 
barten Stellen gegen den Berührpunkt von T konvergiert. — Aus (a) folgt aber, daß 
zu jeder Stelle eine Umgebung U auf der Kurve existiert, deren Träger X von end- 
lichem Ordnungswert ist relativ zu einem Geradenbüschel, dessen Geraden keine Kurven- 
tangenten enthalten (vgl: Nr. 2.2.). Infolgedessen ist dieser Träger K abgeschlossene 
Hülle einer Vereinigung von abzählbar vielen einfachen Bogen B;, deren keiner eine 
Spitze enthält (vgl. Nr. 3.2. und 4. 1.). Tritt noch (b) hinzu, so ist jeder der Bogen B, 


*) Ziffern in eckiger Klammer im Text verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. Andere 
Verweise (z. B. „vgl. Nr. 1. 2.‘) beziehen sich auf die vorliegende Arbeit. 
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von endlichem Ordnungswert bezüglich des Systems aller Geraden (Nr. 4. 2. 1.). Aber 
‘ jeder Bogen endlichen Ordnungswertes ist abgeschlossene Hülle einer Vereinigung von 
abzählbar vielen abgeschlossenen total ordnungshomogenen Bogen; und solche Bogen 
sind in der Ebene einzig die Konvexbogen (Bogen ‚zweiter Ordnung‘). Damit ist der 
Struktursatz für jede Umgebung U bzw. für deren Träger X bewiesen. Und da die Kurve 
Vereinigung von endlich vielen solchen Umgebungen ist, gilt der Rosenthalsche Satz 
auch für die ganze Kurve. 


4. Der in Ziff. 3 skizzierte Gedankengang wird in der vorliegenden Arbeit nicht 
eingehalten, und zwar aus zwei Gründen: (I) gelten unsere Überlegungen auch bei einer 
Abschwächung der in Ziff. 3. genannten Forderungen (a) und (b). Es genügt nämlich, 
an Stelle von (a), vorauszusetzen: (a’) die Kurve ist tangierbar (besitzt also an jeder 
Stelle genau eine Tangente) und ist lokal von beschränkter Schwankung der Tangente, 
abgekürzt: b. T. S., d. h. zu jeder Stelle gehört eine Umgebung, in welcher die Richtungen 
der Tangenten einen (von Null) verschiedenen Winkelraum freilassen. Und die Forderung 
(b) läßt sich abschwächen zu: (b’) die Tangente ist eingeschränkt beweglich, abgekürzt: 
e.b. T., d.h. zu jeder Stelle der Kurve gehören zwei Umgebungen V und W derart, daß 
— etwas ungenau gesagt — der Schnittpunkt der Tangente an dieser Stelle mit den 
Tangenten an den benachbarten Stellen t’ in W liegt, wenn t’ zu V gehört. — Übrigens 
zeigen Beispiele, daß (bei gewöhnlich differenzierbaren Kurven) die Eigenschaften b. T. S. 
und e. b. T. voneinander unabhängig sind. (Vgl. Nr. 4. 2.) — (II) lassen sich die Betrach- 
tungen auch für Kurven im n-dimensionalen Raum durchführen. — Im Hinblick auf 
(I) und (II) ist es aber zweckmäßig, zuerst die benötigten Sätze nur für Kontinua zu 
beweisen, ohne Rücksicht darauf, daß es sich um Träger von Kurven handelt, und erst 
hinterher den Übergang von der Kurve zum Träger zu vollziehen; denn der Schluß z.B. 


von der Tangierbarkeit der Kurve auf die des Trägers ist im allgemeinen nur für geeignete 
Teilbogen der Kurve möglich (nämlich für die sogenannten freien Teilbogen), was aber 
für unsere Zwecke ausreicht. 


5. Entsprechend dem in Ziff. 4. Dargelegten beschäftigen sich die $$ 1—4 der vor- 
liegenden Arbeit lediglich mit Kontinuen, während $ 5 mit Hilfe des Vorangehenden zum 
Struktursatz für Kurven (vgl. Nr. 5. 5. 2.) gelangt. Zu diesem Satz ist für den Fall des 
E„ mit n = 3 noch zu bemerken: Der genauen Verallgemeinerung des Satzes für n = 2 
würde es entsprechen, daß der Träger der Kurve darstellbar ist als abgeschlossene Hülle 
einer Vereinigung von abzählbar vielen Bogen des Ordnungswertes n. Demgegenüber 
spricht unser Struktursatz für n > 3 nur von der abgeschlossenen Hülle einer Vereinigung 
von abzählbar vielen totalordnungshomogenen Bogen von endlichem (oder beschränktem) 
Ordnungswert; denn man weiß bisher nicht, welche Ordnungswerte bei ordnungshomogenen 
Bogen von endlichem (oder beschränktem) Ordnungswert im EZ, mitn 23 wirklich auf- 
treten -— wenigstens nicht ohne Hinzunahme von Differenzierbarkeitsbedingungen. (Für 
n =2 tritt nur der Ordnungswert zwei auf). 


Bemerkt sei noch, daß im $ 1 unter anderem auch gezeigt wird: Die Menge der 
Spitzen eines Kontinuums von endlichem Ordnungswert relativ zu n unabhängigen 
Büscheln von Hyperebenen ist separiert. (Unseres Wissens wurde bisher nur behauptet, 
daß diese Menge nirgends dicht ist.) 


Herrn Rosenthal danke ich herzlich für die Durchsicht des Manuskriptes und für 
verschiedene, von ihm angeregte Verbesserungen. 





Haupt, Verallgemeinerung eines Struktursatzes. 13 


$ 1. Über die Menge der Stützpunkte der Kontinua von endlicher Relativordnung 
im projektiven E,. 


1.1. Die k-dimensionalen linearen Unterräume des projektiven n-dimensionalen 
Raumes E„(1 Sk <sn—-1) bezeichnen wir auch als k-Ebenen; die (n — 1)-Ebenen 
heißen auch Hyperebenen. Eine Menge M<E, heiße beschränkt (auch (quasi-)- 
euklidisch), wenn es eine (n — 1)-Ebene E* gibt, die fremd zu M') ist; im affinen n-dimen- 
sionalen Raum A, wird die Bezeichnung „beschränkt‘‘ bezogen auf eine ausgezeichnete 
(n — 1)-Ebene E*, nämlich die uneigentliche. Beschränkte Mengen in E,„ oder A„ können 
wie beschränkte Mengen des euklidischen Raumes behandelt werden?). „Umgebungen“ 
im E„ oder A„ werden stets als beschränkt angenommen, wodurch die Allgemeinheit nicht 
beeinträchtigt wird. 

Unter einem (na — 1)-Büschel b mit der Achse C verstehen wir die Gesamtheit 
aller (n — 1)-Ebenen, in denen die (n — 2)-Ebene C enthalten ist. Die (n — 1)-Büschel 
b,.:.,6, 1<Sksn mit den Achsen C,,...,C; heißen unabhängig, wenn der 
Durchschnitt aller C', leer ist. 

1.1.1. Eine Menge M < E, heißt von endlichem Ordnungswert relativ (zu) 
k unabhängigen (n — i)-Büscheln b,,....., bx, wenn die Achsen dieser b, fremd sind zu M 
und wenn der Durchschnitt 7 n M endlich ist für jede (n — 1)-Ebene H € b, und jedes 
»=A,..„kilsk=sh). 

Eine Menge M heiße tangierbar im Punkt p € M, der Häufungspunkt von M ist, 
wenn M in p nur eine einzige Tangente?) besitzt; es existieren dann in p an M entweder 
genau eine, von p ausgehende Halbtangente oder genau zwei von p ausgehende Halb- 
tangenten mit gemeinsamer Trägergeraden (welch’ letztere die Vereinigung der beiden 
Halbtangenten ist). Im Falle genau einer Halbtangente in p heißt p Spitze von M; im 
zweiten Falle heißt M in p oder auch p selbst gewöhnlich differenzierbar. Ist M in 
jedem Punkte tangierbar, so heiße M selbst tangierbar (schlechthin). 


1.1.2. Es gilt nun der 


Satz. Vor. Es sei K ein Kontinuum‘) im projektiven E,„. Ferner sei K von endlichem 
Ordnungswert relativ zum (n — 1)-Büschel b. 

Beh. Die Menge T der Stützpunkte®) von K mit den (n— 1)-Ebenen aus b ist sepa- 
riert®) (in K und E,). 


1) Mit M bzw. M wird die abgeschlossene Hülle bzw. der offene Kern von M in E„ bezeichnet. Der E„ 
ist kompakt (d. h. ein bikompakter Hausdorffraum) und ist sogar rational (d. h. er besitzt eine abzählbare Basis). — 
Die leere Menge wird mit ® bezeichnet. 

2) Wir setzen A„ = E,„ — E“. Es heißt also M< A, beschränkt im A,„, wenn die in bezug auf E,„ gebildete 
abgeschlossene Hülle M von M fremd ist zu E*; also: M ist beschränkt in A„, wenn M enthalten ist etwa in einer 
Kugel. — U mgebungen im E,„ oder A, werden ausnahmslos als beschränkt angenommen. — Wegen A, = E,„ — E“ 
ist in A, abgeschlossen z. B. eine von p € A, ausgehende (oder p als Anfangspunkt besitzende) Halbgerade, wenn p 
zur Halbgeraden gehört. 

8) Unter einer Halbiangente h an M< E, in dem zu M gehörigen Häufungspunkt p € M als Berührpunkt 
wird verstanden jeder Limes von Halbgeraden A, mit p als Anfangspunkt und durch p, e M — {p} mit p = lim p; 
(dabei ist A = lim h, auf den Raum aller von p ausgehenden Halbgeraden bezogen). Als Tangente an M im 
(Berühr-)Punkt p wird jede Gerade bezeichnet, die Träger einer Halbtangente ist. 

4) Unter einem Kontinuum im E, (bzw. im A,) wird eine mehrpunktige, zusammenhängende, abgeschlossene 
(bzw. überdies beschränkte) Menge verstanden. 

5) Esseise M< E, und H eine (n — 1)-Ebene mit s e H; ferner sei U eine beschränkte Umgebung von s 
(im E„), und zwar etwa ein konvexer Körper (eine Kugel). Für ein solches U ist dann U— UnH Vereinigung 
zweier fremder, zusammenhängender Mengen U*, U-, die wir als die beiden Seiten von H in U bezeichnen. 
Existiert nun (mindestens) ein derartiges U, für welches MA U* =ß oder MN U- = ist, so heißt s Stützpunkt 
von M auf H, andernfalls Schnittpunkt (vgl. z. B. [3], S. 24, Nr. 1. 4.; für uns kommen nur Kontinua M in Betracht). 





14 Haupt, Verallgemeinerung eines Struktursatzes. 


1. Zusatz. Die Menge derjenigen Spitzen von K, deren Spitzentangenten in keiner 
“(n — 1)-Ebene aus b liegen, ist separiert (und abzählbar). 


2. Zusatz. Ist K von endlichem Ordnungswert gleichzeitig relativ zu n unabhän- 
gigen (n — 1)-Büscheln, so ist (sogar) die Menge T,, aller Spitzen von K separiert (und 
abzählbar’”)). 


Bew. (1) Es sei b’ die Menge aller (n— 1)-Ebenen S € b, auf denen Stützpunkte s 
mit K liegen. Der in sich dichte Kern von 7 sei D. Wir führen den Beweis des Satzes 
(in bekannter Weise) indirekt aus der Annahme, es sei D +9. Es sei s, €D und S, €b 
mit s, € $,. Da die Achse C von b fremd ist zuK = K ‚kann und soll C als uneigentlich, 
also b als Parallelbüschel (d.h. als Büschel paralleler (n — 1)-Ebenen) angenommen 
werden, weil nur Umgebungen von s, in Betracht kommen. Es sei nun V* eine (euklidische) 
Umgebung von s, im E, (etwa ein Parallelflach, von dem zwei Seiten auf (n — 1)-Ebenen 
aus b liegen). Gemäß der Definition des Stützpunktes liegt eine Umgebung V,< V* 
von s, in K ganz auf der einen Seite®) von S,. Da X endlichen Ordnungswert relativ zu b 
besitzt, ist s, isolierter Punkt von X n S,; demgemäß sei V, =Knr V, so klein gewählt, 
daß S, nV, = {sı} ist. Wegen s, € D ist s, Häufungspunkt von Stützpunkten se D. Es 
gibt also s€E Dr V, in beliebiger Nähe von s,. Nun sei W, eine offene, von S, und einem 
anderen 5; €b begrenzte Parallelschicht ®), die zu V, — {s,} nicht fremd ist. Wird die 
„Dicke‘ von W,, d.h. der Abstand d(W,) von 5, und $; hinreichend klein gewählt, so 
enthält jedes S€b mit S<W, einen in V, gelegenen Schnittpunkt r, mit K (gemäß [3], 
S. 24, Nr.1.5.); es sei d(W,) derart hinreichend klein und jedenfalls kleiner als 2-! 
gewählt. Das, €Dr V, ist, gibt es zu S, beliebig benachbarte S, € b' mit S,< W, derart, 
daß eins,€ Dr V, existiert mit s, € S,; da nämlich Y rn K für jedes H €b endlich ist, 
so besitzt die Projektion b’ von D in b keine in b isolierten (n — 1)-Ebenen, so daß b’ 
in sich dicht ist. 


Da s, ein Stützpunkt, aber r, ein Schnittpunkt ist, gilt s, + r,. 


(2) Es sei nun schon ein $; € b’ mit folgenden Eigenschaften konstruiert (k > 2): 
Auf $; liegen (k — 1) verschiedene Schnittpunkte r„,x=1,...‚,k—1, sowie ein (von 
den r, verschiedener) Stützpunkt s; € D mit r„,s, € V,< K. Wir schlagen um jedes der r, 
sowie um s; je eine offene Kugel ZW bzw. ZW, deren abgeschlossene Hüllen in V, ent- 
halten sind, paarweise positiven Abstand und einen Radius kleiner als 2° besitzen. 
Dann gibt es eine offene, S„ enthaltende Parallelschicht U,, begrenzt von zwei (n — 1)- 
Ebenen aus b mit d(U,) < 2-* derart, daß jedes $S € b mit S< U, einen in Z® gelegenen 
Schnittpunkt r/, besitzt, x =1,...,k—1 (vgl. [3], S. 24, Nr. 1.5.). Ferner gibt es auf 
K eine Umgebung V; = Kr V, von sı mit $S, rn V; = {sı} derart, daß V, ganz auf der 
einen Seite von S; (in V,) liegt. Und es gibt eine offene, von S; begrenzte, zu V; nicht 
fremde, in U, enthaltene Parallelschicht W, mit folgenden Eigenschaften: Jedes S€b 
mit S< W, enthält außer den r/, noch einen, in V, gelegenen Schnittpunkt r;, der zu 
$; beliebig benachbart ist, falls S zu 5, hinreichend benachbart ist. Da s; € D ist, gibt es 
ein Sr; €b’ mit S,;,< Wi, welches außer den r,,#u =1,...,%k, noch einen Stützpunkt 
St, €Dr V; enthält. Mit den r|,..., 77, $;,, verfährt man wie mit den r,,.. .,?k-1; Sk, 


®) Eine Menge (im E,„ oder A,) heißt separiert, wenn ihr in sich dichter Kern leer ist. Jede Teilmenge 
einer separierten Menge ist separiert. Die Vereinigung endlich vieler separierter Mengen ist separiert. Die Menge 
der isolierten Punkte einer separierten Menge M ist dicht in M (vgl. [1], S. 73/74). Im E, (also auch im A,) ist 
jede separierte Menge abzählbar”?) (weil der E, rational!) ist; vgl. [1], S. 85, Nr. 13. 5. 81). 
?) „abzählbar (viele)‘‘ bedeutet hier: keine oder endlich viele oder abzählbar unendlich viele. } 
®) Unter einer (abgeschlossenen bzw. offenen) Parallelschicht W in A, verstehen wir einen konvexen Körper, 
der von zwei parallelen (n — 1)-Ebenen H’, H’ begrenzt wird (mit H’VH”’<W bzw. (’VvH’)AW=ß). 
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wobei man überall k durch k + 1 ersetzt und von den Kugeln ZU", „=41,...,k, mit 
den Zentren r), und mit Radien kleiner als 2-?%+D noch fordert, daß zu+n _ zZ» gilt; 
ferner soll U,,, < W; sein. 

(3) Vermittelst vollständiger Induktion erhält man eine Folge von $, € b’ mit folgen- 
den Eigenschaften: (a) Die $S; konvergieren gegen ein 5, €b. Denn es ist S,,,< W,< U, 
und d(U,) < 2-*. — (b) Es enthält S, mindestens k — 1 Schnittpunkte r®,.. ,r” ,. — 
(c) Die Folge der r!®, k,t=2,3,...;k>t, konvergiert bei festem t für k> oo gegen 
einen Punkt r,€ K und diese r, sind sämtlich verschieden. Denn bei festem t ist r(® 
in Z® enthalten, ferner ist Z*+" < Z® und der Durchmesser von Z(® geht gegen Null 
für k> oo. Wegen r® € K und K = K sowie Cn K = ® (wobei C die Achse von b) ist 


r,eK—C. Außerdem sind die ZP,...,ZP, paarweise fremd, woraus r, +r,, für 
t+#t;t,t!=2,...k—4A, bei beliebigem k, also r, +r,, für beliebige 1, t' =2,3,... 
mit 2 +!’ folgt. — Somit enthält S, €b unendlich viele verschiedene, zu X gehörige 
(nicht auf der Achse C liegende) Punkte. Dies widerspricht der Voraussetzung, daß K 
von endlichem Ordnungswert relativ zu b ist. 


Betr. Zusatz 1. Eine Spitze q von K, deren Spitzentangente in keinem H €b ent- 
halten ist, muß Stützpunkt auf dem g enthaltenden Q € b sein. Die Menge dieser Spitzen 
ist also Teilmenge von 7 und folglich erst recht) separiert in X, also abzählbar. Übrigens 
ist die Menge aller Spitzen von K abzählbar auch als Teilmenge aller Ecken von K (vgl. 
[6], II. Bd., Nr. 2.3.2. 2., Satz 1., Beh. 1.)°). 


Betr. Zusatz 2. Ist r Spitze von K und A die Spitzentangente in r, ist ferner r €Q, 
und Q,€b,, »=1,...,n, so ist R in mindestens einem der Q, nicht enthalten; denn die 
b, sind unabhängig (vgl. Nr. 1. 1.), also Q,n'*"nQ, = {r}. Ist daher N, die Menge 
aller Spitzen von K, deren Tangenten in keinem H € b, enthalten sind, so ist die Menge N 
aller Spitzen von K Vereinigung der endlich vielen N,, deren jede gemäß Zusatz 1. 
separiert ist. Aber die Vereinigung endlich vieler separierter Mengen ist wieder separiert®). 

1.2. Eine Menge M heiße von endlichem Ordnungswert im Punkte p€M relativ 
zu k unabhängigen (n — 1)-Büschelnb,, x =1,...,k; 1Sk=<n, wenn eine Umgebung U 
von p (im E,„) existiert derart, daß Un M von endlichem ÖOrdnungswert relativ zu 
. einem jeden der b, ist, und wenn insbesondere M fremd zur Achse C, von b, für alle 
»=4A,...,kist. Die gleiche Eigenschaft hat dann die abgeschlossene Hülle V einer jeden 


Umgebung V von p, falls V< U. Ist M von endlichem Ordnungswert in jedem Punkt 
p€M relativ zu k ,„ durch p bestimmten, unabhängigen (rn — 1)-Büscheln b,(p), 
»=4A,...,k, so heiße M lokal von endlichem Ordnungswert relativ zu je k unabhängigen 
(n — 1)-Büscheln. 

Anmerkung. Eine im E,„ abgeschlossene Menge M = M ist lokal von endlichem 
Ordnungswert relativ zu je k unabhängigen (n — 1)-Büscheln (1 <Sk=<.n) genau dann, 
wenn es eine endliche offene Überdeckung (V,,..., Vm) von M gibt derart, daß jedes 
V„nM,u=1,..., m, von endlichem Ordnungswert ist relativ zu k durch V,, bestimmten 
unabhängigen (n — 1)-Büscheln. 

Zusatz. Ist k = n, so können die V,„ in der Anmerkung als (n-dimensionale (be- 
schränkte) konvexe) Polyeder gewählt werden, deren Seiten auf (n — 1)-Ebenen liegen, 
die den Büscheln angehören, nämlich als Durchschnitte von n Raumstücken, deren jedes 
von zwei, dem gleichen (n — 1)-Büschel angehörigen (n — 1)-Ebenen begrenzt wird. 


®) Es sei hier auf einen Fehler in [6], II. Bd., Nr. 2. 1. 4., hingewiesen. Dort muß es im 2., 3., 4. und 5. Satz 
statt „allgemeine Deriviertenfunktion‘ heißen: „vordere oder hintere extreme Deriviertenfunktion‘. Gleiches 
gilt für Nr. 2.2.5.; 3. Satz, B. 
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Beweis. Die Anmerkung folgt aus der Bikompaktheit von M im E,„. — Der Zusatz 
ergibt sich so: Da die n Büschel unabhängig und die Achsen zu M fremd sind, geht durch 
jeden zu p hinreichend, aber beliebig benachbarten Punkt g aus jedem der Büschel 
genau eine (n—-1)-Ebene, und der Durchschnitt dieser n Hyperebenen ist {g}. 

1.2.1. Es gilt nun der folgende 

Hilissatz. Vor. (1) Es sei K ein Kontinuum im projektiven E„. — (2) Es sei K 
lokal von endlichem Ordnungswert relativ zu je n unabhängigen (n — 1)-Büscheln. Dem- 
gemäß sei zu jedem Punkt p€ K eine Umgebung V(p) gewählt, so daß Kr Y(p) von end- 
lichem Ordnungswert ist relativ zu n unabhängigen (n — 1)-Büscheln b,(p),» =1,...,n: 
im übrigen kann V(p) beliebig klein sein. 

Beh. Es gibt endlich viele Punkte p, € K,o=1,...,r, so daß die zugehörigen 
V(p.) = V, eine offene Überdeckung von K der folgenden Art liefern: (1) Es ist K dar- 
stellbar als Vereinigung endlich vieler Kontinua K„ r=1,..„w;e=l,...,r. — 
(2) Für festes o sind die K,,.- -, K., paarweise fremd und in Kr v, enthalten. Jedes 
K,. ist dabei von endlichem Ordnungswert relativ zu den b,(p.). — (3) Zu jedem Punkt 
p€K gehört ein o' und ein r' sowie eine Umgebung U = U(p) von p derart, daß p€ K,. 
und KnÜU=K,„nU ist. 

Bew. (4) .Zufolge Vor. (1) ist X = K. Zufolge Vor. (2) ist daher die Anmerkung 
in Nr. 4. 2. anwendbar. Nach dem Zusatz zu Nr. 1. 2. genügt es dann, die Beh. für konvexe 
Polyeder V, zu beweisen, deren jedes in einem V(p) enthalten ist. Wir schreiben V statt 
V„; es ist V = V. — (2) Nach Annahme ist die Begrenzung V, = V—V enthalten in 
lauter (n— 1)-Ebenen aus n unabhängigen (n — 1)-Büscheln b,, »=1,...,n. Da K 
von endlichem Ordnungswert relativ zu allen b, sein soll, ist X n V, endlich. Weil X ein 
Kontinuum ist, besitzt daher (vgl. [7], S. 161, XVII, (a) Kr V nur endlich viele 
Komponenten. Und zwar enthält jede mehrpunktige Komponente X, , von Kr V (innere) 
Punkte von -Y = V und ist ein Kontinuum; hingegen liegen sämtliche einpunktigen 
Komponenten K’ von Kr V in V,. Jeder Punkt von K V,, insbesondere also jede 


dieser einpunktigen Komponenten X’ von Kr V, ist aber innerer Punkt von anderen 
V, (also oe + u, wenn V = V,); jedes K’ ist daher Teil einer mehrpunktigen Komponente 
eines Kr V. Somit kann bei Betrachtung von X n V, von einpunktigen Komponenten 
abgesehen werden. Die gleiche Überlegung, wie sie für die (einpunktigen) K’ angestellt 
wurde, gilt aber für jeden Punkt p € K; also: Jedes p € K liegt in einem V, = V’” bzw. in ei- 
nem K,.„ = K”,also in X’ nV". Da die X, paarweise fremd sind, gibt es eine Umgebung 


U" von K' und damit von p mit U” <V’' derart, daß K’ „ U’ von allen übrigen 


KınrV"',t=A,...,t,; 7 + r positiven Abstand besitzt. Daher existiert auch eine, 


in U” enthaltene Umgebung U von p mit der in Beh. (3) angegebenen Eigenschaft. 


$& 2. Kontinua von lokal beschränkter Schwankung der Tangenten. 


2.1. Den n-dimensionalen affinen Raum?) bezeichneten wir mit A, (Nr. 1.1.). 
Unter einem abgeschlossenen konvexen Kegel F' im A,„ mit dem Punkt p € A, als Scheitel 
und mit einer konvexen, abgeschlossenen Menge B, die in einer zu p fremden (n — 1)- 
Ebene enthalten ist, als „‚Generator‘‘ verstehen wir die p enthaltende Menge aller Punkte 
des A„ auf allen denjenigen, von p ausgehenden (,„erzeugenden‘‘) Halbgeraden, die Punkte 
des Generators enthalten. Unter einem abgeschlossenen, konvexen Doppelkegel F mit 
dem Scheitel p wird verstanden die Vereinigung eines konvexen Kegels F' (mit dem 
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Scheitel p) und desjenigen Kegels F’’ mit dem gleichen Scheitel, dessen erzeugende Halb- 
geraden komplementär zu denen von F’ (auf den gemeinsamen Trägergeraden) sind. 


Es sei M eine im A,„ beschränkte Menge. Es heiße M von beschränkter Tangen- 
tenschwankung, abgekürzt: b. T. S., wenn es einen abgeschlossenen, konvexen Doppel- 
kegel F = F(M) = F(g) gibt mit g als Scheitel (wobei auch q € M sein kann) und von 
folgender Eigenschaft: Die durch g gezogene Parallele zu einer beliebigen Tangente an M 
in einem beliebigen Punkt von M liegt in F(g). Weiter heißt M von b. T. S. im Punkt 
p € M, wenn es eine Umgebung von p auf M gibt, die von b. T. S. ist. Schließlich heißt M 
lokal von beschränkter Tangentenschwankung, wenn M in jedem seiner Punkte von 
b. T. S. ist. 


1. Anmerkung. Die beschränkte abgeschlossene Menge M < A, ist lokal von be- 
schränkter Tangentenschwankung genau dann, wenn eine offene endliche Überdeckung 
(V1,-.., V,) von M existiert derart, daß Mr V, von b. T. S. für jedes oe =1,...,r ist. 
(Vgl. Entsprechendes in Nr. 1. 2.). 


2. Anmerkung. Daß die Forderung stetiger Tangierbarkeit von M ziemlich stark 
ist, zeigt der nachstehend konstruierte einfache Bogen B (in der Ebene); denn dieses B 
ist nicht stetig tangierbar, obwohl B in jedem Punkt gewöhnlich differenzierbar sowie von 
beschränkter Tangentenschwankung ist und überdies eingeschränkt bewegliche Tangente 
besitzt (eingeschränkte Beweglichkeit der Tangente in p, € B bedeutet dabei: Der Schnitt- 
punkt der Tangente an B in p € B— {p,} mit der Tangente 7, an B in p, liegt beliebig 
nahe an p,, falls p hinreichend benachbart zu p, ist). (Vgl. auch Nr. 4. 2.). 


Einen Bogen B mit den genannten Eigenschaften kann man so erhalten: Es seien 
x, y rechtwinklige, kartesische Koordinaten in der euklidischen Ebene. Dann sei @ die 
Menge aller (2, y) mt O sr s2-; 2? <y<sa? Weite siü0 <a, <1,k=1,2,..., 
wobei nähere Verfügung über die reellen Zahlen a, vorbehalten bleibt. Der Durchschnitt 
der Geraden y = a,x mit Q ist eine Strecke S,, deren Endpunkte sind: e,, = (2, , = ; 
Yy=a) und &; = (2, = (a); Y, = a, :(a,)). Es soll zunächst x, ,,,ı < 254 
für jedes k sein; dies ist genau dann der Fall, wenn 0 <a,,, <aj(< a,) ist. (Übrigens 
folgt dann a,— 0 für k> oo). Die Steigung s; der Verbindungsstrecke 5, von e,, mit 
ey, 186 55 = (a —a,,1(a,;1)): (a5 —(a,,,)*) >a,. Wird der Anfangspunkt der Koor- 
dinaten mit e, = (0, 0) bezeichnet, so ist {e,} v U,(S5; u S;) ein einfacher Bogen mit &, 
als Anfangspunkt. Man runde die von S, und S, bzw. von 5, und S,,, gebildeten Ecken 
geeignet ab, wobei alle Strecken $,, 5, gleichzeitig durch geeignet gewählte, hinreichend 
schwach gekrümmte, stetig differenzierbare Bogen vom Ordnungswert 3 je mit einem 
einzigen Wendepunkt ersetzt werden. Dann erhält man einen einfachen Bogen B, der überall 
gewöhnlich differenzierbar und mit Ausnahme höchstens von e, auch stetig differenzierbar 
(tangierbar) ist, der ferner überall eingeschränkt bewegliche Tangente besitzt. Daß in 
e, für B stetige Tangierbarkeit vorliegt, läßt sich so verhindern: Man setze v,; = a, — (a, ; ‚)*. 
Dann ist s; = aj(vı) "(1 —a,) + 3a?— (3a, —v,) v,. Da a,,, durch a, und v, eindeutig 
bestimmt ist, kann v, im Rahmen der Bedingung 0 < v, < a; beliebig gewählt werden 
(denn es ist für jedes solche v;, auch 0 <a,,, = (a, — v,)” < af). Für hinreichend kleine 
Wahl der v, ergibt sich daher s,—> ©. Da andererseits die Steigung s; von S; gleich a; 
ist und diese die kleinste, s; aber die größte Steigung einer Tangente an S, v S, bzw. 
an den durch Abrundung entstehenden Bogen ist, folgt: Die Parallelen durch e, zu den 
Tangenten, sowie Sehnen und Paratingenten an B liegen sämtlich im abgeschlossenen 
1. und 3. Quadranten; es ist also B sogar ein Lipschitzbogen, d.h. von beschränkter 
Schwankung der (Richtungen der) Sehnen (und Paratingenten). 
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2.2. Es gilt der folgende 


Satz. Vor. Es sei M beschränkt und abgeschlossen im affinen A„. Ferner sei M von 
beschränkter Tangentenschwankung. 


Beh. Zu M existieren n unabhängige (n — 1)-Büschel 6,» =1,..., n, mit folgenden 
Eigenschaften: (1) Die b, sind sämtlich Parallelbüschel. — (2) Keine (n — 1)-Ebene aus 
irgend einem der b, enthält eine Tangente an M. — (3) Es ist M von endlichem Ordnungs- 
wert relativ zu einem jeden der b,. 


Bew. (l) Nach Vor. existiert zu M ein konvexer Doppelkegel F derart, daß die 
durch einen Punkt 0 € A„ gezogenen Parallelen zu den Tangenten an M sämtlich in F 
liegen. Nun lassen sich (n — 1)-Büschel der gewünschten Art etwa so bestimmen: Es sei 
H' eine zu F — {0} fremde (n — 1)-Ebene durch 0 und es sei H’ n E* als uneigentliche 
(n — 2)-Ebene in E” ausgezeichnet, so daß E* zu einem A,„_, wird. In diesem A,_, ist 
dann D= Fr E* beschränkt und konvex. Daher gibt es in diesem A,„_, solche A,_,, 
etwa C\,,.. ., Cn, die zu D fremd sind und deren Durchschnitt leer ist. Die (n — 1)-Büschel 
im A„ mit den C, als Achsen sind daher unabhängig. Außerdem ist jedes C, fremd zu 


M= M, weil M beschränkt ist. Damit ist Beh. (1) und (2) bewiesen. 


(II) Es ist M = M von endlichem Ordnungswert relativ zu jedem der in Ziff. (I) 
konstruierten Büschel b,. In der Tat: Wir setzen b = b,. Hat nun die (n — 1)-Ebene 
H €b einen unendlichen Durchschnitt mit M, so besitzt M n H einen Häufungspunkt 
9% € M = M (weil M kompakt ist). Daher existiert eine Folge von Punkten ,€E MH 
mit 9, = lim g, und g, + q: für r #t. Die Folge der g, enthält aber eine Teilfolge von 
Punkten g; mit g, = lim g; derart, daß die von g, ausgehenden, g; enthaltenden Halb- 
geraden gegen eine Halbgerade k mit q, als Anfangspunkt konvergieren (denn der Raum 
der Halbgeraden mit g, als Anfangspunkt ist kompakt). Die Trägergerade von A ist dann 
Tangente am M=M in g, und liegt in H €b. Dies widerspricht aber der in Ziff. (I) des 
Beweises angegebenen Konstruktion von b. Damit ist auch die Beh. (3) bewiesen. 


2.3. Mit Hilfe des Satzes in Nr. 2. 2. ergibt sich der nachstehende 


Satz. Vor. Es sei K im affinen A„ ein Kontinuum vonlokal beschränkter Tangenten- 
schwankung. 


Beh. Die Menge S der Spitzen von K ist separiert. 


Bew. Wir wählen zu jedem Punkt p € K eine Umgebung V von p, die von b. T. S. 
ist. Zufolge des Satzes in Nr. 2. 2. ist also Ä lokal von endlicher Ordnung relativ zu je 
unabhängigen (n — 1)-(Parallel-)Büscheln. Daher sind die Vor. des Hilfssatzes in Nr. 1. 2.1. 
erfüllt; mithin ist X darstellbar als Vereinigung endlich vieler Kontinua Ä,,, deren jedes 
von endlicher Ordnung relativ zu je n unabhängigen (Parallel-)Büscheln ist. Gemäß 
Nr. 1.1. 2., Zusatz 2., ist daher die Menge S,, der Spitzen von K,, separiert. Ist nun p eine 
beliebige Spitze von K, so existieren (gemäß Nr. 1.2. 1., Hilfssatz) zu p solche o', r’ sowie 
eine Umgebung U = U(p) von p derart, daß p€K,.„ sowe KÄKNU=K,.n U ist; daher 
ist also p auch Spitze von X... Somit ist die Menge S aller Spitzen von K Teilmenge 
der Vereinigung aller $,.. Da aber diese S,, sämtlich separiert sind und da ihre Anzahl 
endlieh ist, gilt dies auch®) für ihre Vereinigung und sodann®) für S. 
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$ 3. Darstellung der Kontinua von lokal beschränkter Tangentenschwankung 
als (abgeschlossene Hüllen von) Bogensummen. 


3.1. Bogensummen!'®). 


3.1.1. Als einfacher (abgeschlossener) Bogen B = B (im E,„ oder A,„) werde jedes 
topologische Bild einer abgeschlossenen Strecke im E„ bzw. A,„ bezeichnet. Die Bilder 
der Endpunkte der Urbildstrecke heißen Endpunkte des Bogens, während die übrigen 
Punkte von B als innere Punkte von B und die Menge der inneren Punkte als offener 
Teil B von B bezeichnet wird. Nimmt man von einem einfachen Bogen einen Endpunkt 
bzw. beide Endpunkte weg, so erhält man einen halboffenen bzw. offenen einfachen Bogen; 
letzterer ist gleich B. — Ist die Achse eines (n — 1)-Büschels b fremd zur abgeschlossenen 
Hülle R der Menge R und besitzt A relativ b den Ordnungswert 1, so heißt R auch einfach 
relativ b. 

Unter einer Bogensumme verstehen wir jede (ev. auch leere) Vereinigung U, 2, 
von abzählbar vielen’), einfachen, abgeschlossenen Bogen B,,k =1,2,.... Sind die B, 
paarweise fremd bis auf höchstens Endpunkte, so sprechen wir von einer Bogensumme 
im engeren Sinne, abgekürzt i. e. S. 


Die Vereinigung abzählbar vieler Bogensummen ist eine Bogensumme. 


3.1.2. Jeder halboffene oder offene einfache Bogen ist darstellbar als Bogensumme im 
engeren Sinne. (Denn dies ist richtig für die halboffene bzw. offene Urbildstrecke.) Jeder 
abgeschlossene einfache Bogen B ist darstellbar als abgeschlossene Hülle einer Bogen- 
summe im engeren Sinne, deren Bogen nur innere Punkte von B enthalten (weil der ab- 
geschlossene Bogen abgeschlossene Hülle des offenen Bogens ist); die Bogen können sogar 
als paarweise fremd gewählt werden. 


3.1.3. Es gilt nun (vgl. [9], S. 101, Nr. 1.): 

Jede Bogensumme U,B, ist darstellbar als Bogensumme U,B;, im engeren Sinne, 
wobei jedes B,, Teilbogen eines B, ist. 

Bew. (vgl. [9], S. 101). Es sei $S = U,B, die gegebene Bogensumme. Man setze 
B; = B,— S,, wobei S, = Uk-!B, n B, ist; es kann S, oder B} ev. auch leer sein. Wegen 
der Abgeschlossenheit von B,, also von S,, ist B, offen in B, und folglich Vereinigung 
von abzählbar vielen in B, offenen paarweise fremden Bogen Bu,,r =1,2,.... Dabei 
ist also B;, mehrpunktig und entweder ein offener oder halboffener oder abgeschlossener 
einfacher Bogen (je nachdem B;, keinen oder einen oder (falls $, = 0) beide Endpunkte 
von B; enthält). Zufolge Nr. 3. 1. 2 ist daher jedes B,, und damit (weil die By, Bis, . - - 
paarweise fremd sind) auch B, darstellbar als Bogensumme i.e.S. Da ferner die B, 
paarweise fremd sind (nach Kontruktion) und $ = U,B; gilt, so ist auch 5 darstellbar 


als Bogensumme i. e. S. 


3.1.4. Weiter gilt: 
Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Hüllen S,, u =1,..., m, von Bogen- 


summen 5, = U,B,, ist abgeschlossene Hülle einer Bogensumme, nämlich von U}_,U,B,:- 


In der Tat: UF_,S, = UJ_,S, und 5, u + u S, ist Bogensumme. 


3.1.5. Die abgeschlossene Hülle einer Vereinigung von (beliebig vielen) abgeschlossenen 
Hüllen M, ist gleich der abgeschlossenen Hülle der Vereinigung der M,, also: 


U,M, u U,M.. 





10) Die Feststellungen in Nr. 3. 1.1.—3.1.5.1. gelten allgemein für topologische Räume (nicht nur für 
den E„ und den A,). 


3* 
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Nämlich: Wegen M;< M, ist U,M,<U,M, und U,M,<U,M,. Andererseits ist 
M,< U,M,, also M,< U,M, für jedes i; daraus ergibt sich U,M,< U,M, und daher 





U,M; < U;,M, = U,M.. 


3.1.5.1. Die abgeschlossene Hülle einer Bogensumme U,B; ist abgeschlossene Hülle 
einer Bogensumme im engeren Sinne U,B;', wobei jedes B}' Teilbogen eines B, ist und nur 
innere Punkte dieses B, enthält. 

Bew. Gemäß Nr. 3.1.3. ist U,B, = U, B;., wobei jedes B}, Teil eines B, ist. Gemäß 


Nr. 3.1.2. ist jedes B/, (mit B/, = B;,) abgeschlossene Hülle einer Bogensumme i. e. S., 
etwa B/;, = U,B;„:, wobei jedes B/,, nur innere Punkte von B,, also auch von B, enthält. 
Die Anwendung von Nr. 3.1.5. führt zur Beh., wenn noch die B/,, mit B/’ bezeichnet 
werden. 

3.2. Wir zeigen nun: 


Satz. Vor. Es sei K ein beschränktes Kontinuum im projektiven E,„ (oder, was auf 
das Gleiche hinausläuft, ein Kontinuum im affinen A,) und lokal von beschränkter Tangenten- 
schwankung. 

Beh. Es ist K darstellbar (A) sowohl als abgeschlossene Hülle einer Bogensumme im 
engeren Sinne etwa K = U,B;, wobei die einfachen Bogen B., von beschränkter Tangenten- 
schwankung sind und folgende Eigenschaften besitzen: Es gibt insgesamt endlich viele 
(n — 1)-(Parallel-) Büschel b,r =1,...,nn;r„ Zn, derart, daß jedes B, den Ordnungs- 
wert Eins besitzt relativ zu n, durch B, bestimmten, unabhängigen unter den Büscheln b, 
(wobei also B, fremd ist zu den Achsen dieser b,); dabei liegt keine Tangente an B, in einer 
Hyperebene aus einem dieser n Büschel. — (B) wie als Bogensumme im engeren Sinne. 


1. Zusatz. Jeder der B; ist rektifizierbar (gemäß [8], S. 76). 


2. Zusatz. Die Beh. (A) und (B) gelten auch dann, wenn X als lokal von endlichem 
Ordnungswert relativ zu je n unabhängigen (n — 1)-Büscheln vorausgesetzt wird. 

Bew. (I) Gemäß des Satzes in Nr. 2.2. ist X auch lokal von endlicher Ordnung 
relativ je zu n unabhängigen (n — 1)-(Parallel-)Büscheln. Daher genügt es, den 2. Zusatz 
zu beweisen. — (II) Im Falle der Vor. des 2. Zusatzes ist aber der Hilfssatz in Nr. 1. 2. 1. 
anwendbar. Daher genügt es sogar, die Beh. (A) und (B) für jedes der in der Beh. dieses 
Hilfssatzes genannten Kontinua X,, zu beweisen. Ist nämlich X,, abgeschlossene Hülle 
einer Bogensumme (Beh. (A)) bzw. Bogensumme (Beh. (B)), so auch K=U,,K,. (gemäß 
Nr. 3.1.4. bzw. 3.1.1.). Und beim Übergang zu Bogensummen im engeren Sinne geht 
man gemäß Nr. 3.1.3. zu Teilbogen der Bogen der ursprünglichen Bogensumme über, 
zerstört also die Eigenschaften der letzteren nicht, soweit sie für die Beh. in Betracht 
kommen. — (III) (a) Zur Abkürzung setzen wir X = K,,. Es ist X von endlichem Ord- 
nungswert relativ zu einem jeden von n unabhängigen Büscheln b,,..., b„. Daher gelten 
(gemäß [3], S. 21/22) die Beh. (A) und (B) für X bezüglich eines jeden einzelnen der 
Dj,» ., du. — (II) (b) Zufolge (III) (a) gilt Beh. (B) für X; denn Beh. (B) ist unabhängig 
vom Bezugsbüschel. — (IH) (e). Um auch Beh. (A) zu beweisen, also Bogen B, zu be- 
stimmen, die einfach gleichzeitig relativ zu sämtlichen b,,...,b„ sind, kann man so 
vorgehen: Da Beh. (A) für X bezüglich b, gilt (vgl. (III) (a)), ist X = U, B}, , wobei 
die B,, sämtlich abgeschlossen (bis auf Endpunkte paarweise fremd) und einfach relativ b, 
sind, ferner von endlichem Ordnungswert relativ zu jedem der b,,...,b„. Da Beh. (A) 


für K, also für jedes B,, bezüglich b, gilt (vgl. (III) (a)), ist }, -U, B' für jedes u,, 


ı Mılaı 


wobei die abgeschlossenen Bogen B}},, einfach relativ b, sowie zugleich einfach rela- 
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tiv zu b, (als Teilbogen von B},) sind. Aus Nr. 3.1.5 folgt K=U,U,, DR. Ebenso 
kann man jedes B}},, als abgeschlossene Hülle einer Vereinigung von Bogen B}}},,, 
darstellen, deren jeder jetzt gleichzeitig zu b,, b,, b, relativ einfach ist. Wendet man 


wieder Nr. 3.1.5. an und wiederholt diese Schlüsse im ganzen n-mal, so ergibt sich die 
Beh. (A). 


$ 4. Struktursatz für tangierbare Kontinua von lokal eingeschränkter 
Tangentenbeweglichkeit (und von lokal beschränkter Tangentenschwankung). 


4.1. Wir zeigen zunächst 

Satz. Vor. (1) Es sei K ein tangierbares Kontinuum in A„. — (2) Es existiere ein 
(n — 1)-Büschel b, relativ zu dem K endlichen Ordnungswert besitzt und wobei kein H € b 
Tangenten an K enthält, wobei ferner ein H € b fremd ist zu K. 

Beh. Es ist K ein relativ zu b einfacher Bogen genau dann, wenn K keinen einfachen 
Bogen enthält, der eine Spitze besitzt"). 

Anmerkung. Ein Kontinuum, das relativ zu b die Ordnung Eins besitzt, ist ein 
einfacher Bogen. 

Bew. Dann. Es existiere ein 47 € b mit mehrpunktigem KH; es sei etwa 
p,geKrnH,p =+gq. Da K endlichen Ordnungswert relativ zu b besitzt, existiert ein 
einfacher Teilbogen B von K mit den Endpunkten p und g (vgl. [11], S. 272, Satz 2.; 
auch [3], S. 30). Entweder ist Br H = B; dann ist K von unendlichem Ordnungswert 
relativ zu b, im Widerspruch zur Vor. Oder es ist B— Br H nicht leer. Da B beschränkt, 
ist und nicht in H liegt, gibt es in b eine (n — 1)-Ebene H’ + H, durch die B in einem 
inneren (d.h. von p und g verschiedenen) Punkt i gestützt wird (da ein H € b fremd ist 
zu K, kann b als Parallelbüschel angenommen werden). Es ist aber t kein Endpunkt, 
von B und daher (nach Annahme) keine Spitze von B. Da B als Teilmenge von K eben- 
falls tangierbar ist, existiert die Tangente an B im Stützpunkt t; sie liegt in A’ (weil 
andernfalls t Schnittpunkt mit A’ wäre). Es liegt daher eine Tangente an B und damit 
an K in H'€b, im Widerspruch zur Vor. — Nur dann. Es sei also K ein relativ zu b 
einfacher Bogen; a und 5 seien die Endpunkte von K. Es gibt A, BEbmita€A,bEB. 
Wir schließen jetzt indirekt. Es sei nämlich se K,s #a,s +b und s Spitze von K. Ist 
SEebmits€S,so ist s Stützpunkt von Ä auf S; denn nach Vor. liegt die Spitzentangente 
(in s) nicht in $. Da a und 5 auf verschiedenen Seiten von $ liegen (weil X einfach relativ 
zu b ist), da ferner eine Umgebung von s auf K ganz auf der einen Seite von $ liegt, etwa 
auf der gleichen Seite wie a, so muß der Teilbogen von K mit den Endpunkten s und b 
in einem seiner inneren Punkte von S getroffen werden. Dies widerspricht der Annahme, 
daß K einfach relativ zu b sei. 

4.2. Es sei p€ M Häufungspunkt von M < E„; ferner seien u» =1,...,n—1, 
untereinander und von p verschiedene Punkte von M. Durch p, qı, - - -, 9a-ı wird min- 
destens eine (n — 1)-Ebene bestimmt; eine solche sei @. Unter einer (n — 1)-Schmieg- 
ebene von M in p wird jeder Limes Z von solchen G für gegen p konvergierende 
913: 9n-ı verstanden. 

Weiter bezeichnen wir M als im Punkt p von eingeschränkt beweglicher 
Tangente oder von eingeschränkter Tangentenbeweglichkeit, abgekürzt: von 
e. T. B., wenn zu jeder (n — 1)-Schmiegebene Z an M im (Häufungs-)Punkt p von M 
(mit p€ M) eine Umgebung U = U(Z;p) von p und eine Umgebung W = W(Z; p) 

U) Unter einer Spitze eines einfachen Bogens B verstehen wir jede Spitze (im Sinne von Nr. 1.1.1.) der 
Punktmenge B, die zugleich innerer Punkt (im Sinne von Nr. 3. 1. 1.) des Bogens ist. 





22 Haupt, Verallgemeinerung eines Struktursalzes. 


von p existiert derart, daß für jede Tangente T = T(g) an M in jedem (Häufungs-)Punkt 
qgeMnWgilt:ZATnAU +6.Falls M von e.T.B. in jedem Häufungspunkt p von M 
ist, heißt M selbst (lokal) von eingeschränkter Tangentenbeweglichkeit. 

Anmerkung. Eine etwas schärfere Forderung wird bei der folgenden Definition 
gestellt, die sich enger an eine bei den ebenen dualisierbaren Kurven gestellte (vgl. [10], 
85, S. 518/19) anschließt: Es wird dabei die Bedingung ZA TU +9 ersetzt durch 
ZrT einpunktig und ZAT<Ufürg #p. 

Anmerkung. Es sei B ein einfacher tangierbarer, sogar in jedem Punkt gewöhnlich 
differenzierbarer Bogen. Es gibt derartige B, die (a) von b. T. S. sind aber nicht von 
e. T. B.; und (b) von e. T. B. aber nicht von b. T. S. 

Ein Beispiel für (a) ist der durch y=f(z) mit f(0) = 0, f(x) = a? sin x! für 
0 <|x|<1 definierte Bogen. — Um Beispiele zu (b) zu erhalten, kann man in Nr. 2. 1. 
etwa die Bedingung aufgeben, daB s; > 0 sei, vielmehr s; in geeigneter Weise gegen — 
konvergieren lassen. 

4.2.1. Es gilt nun der folgende 


Satz. Vor. (1) Es sei B<E, ein (abgeschlossener) Bogen, der einfach ist relativ zum 
(n — 1)-Büschel b und fremd zu einem H €b. — (2) Es enthalte B keine hyperebenen'?) 
Teilbogen. — (3) Es sei B tangierbar und in keinem H €b sei eine Tangente von B ent- 
halten. — (4) Es sei B von eingeschränkter Tangentenbeweglichkeit. 

Beh. Es ist B von endlichem Ordnungswert bezüglich des Systems aller (n — 1)- 
Ebenen des E„"?). 

Bew. Gemäß Vor. (1) kann B als beschränkt im A,„ und b als Parallelenbüschel 
angenommen werden. — (I) Zufolge Vor. (1) und (3) ist der Satz in Nr. 4. 1. anwendbar. — 
Demgemäß besitzt der relativ einfache Bogen B keine Spitze (in einem seiner inneren 
Punkte). — (II) Es sei nun G irgend eine (n — 1)-Ebene (G$b), für de D=BnG 
unendlich ist. Wegen der Kompaktheit von B enthält D einen Häufungspunkt p und es 
existieren q; € D mit q,> p für k> oo, wobei g, + Pp, 9, + gq,fürk £m;k,m =1,2,.... 
Es ist G eine (n — 1)-Schmiegebene von B in p (im Sinne von Nr. 4. 2.). Die Folge {g;} 
enthält eine Teilfolge {q,} derart, daß die g, in einer einseitigen Umgebung von p auf B 
liegen und monoton auf B gegen p konvergieren. Alsdann sei B, der durch g, und gr;ı 
als Endpunkte bestimmte Teilbogen von B. Nach Vor. (2) ist B, + B, NG. Daher gibt 
es eine zu G parallele (von G verschiedene) (rn — 1)-Ebene G;, von welcher der beschränkte 
Bogen B; in einem inneren Punkt s, von B, gestützt wird. Da s; weder Endpunkt noch 
Spitze von B; ist (vgl. Ziff. (I)), muß die Tangente T, in s, an B, enthalten sein in G;. 
Nun konvergieren aber mit den g; auch die s; gegen p (auf B). Daher gibt es in beliebiger 
Umgebung W von p (in A„) solche Punkte s,€ B, für deren Tangenten T, gilt: 
UAT,nG = für jede Umgebung U von p. Dies widerspricht der Vor. (4). 


4.3. Unter Benutzung des Satzes in Nr. 4. 2. 1. erhalten wir jetzt den 


Satz. Vor. (1) Es sei K ein Kontinuum im A, ohne hyperebene Teilbogen. — (2) Es 
sei K tangierbar und lokal von beschränkter Tangentenschwankung. — (3) Es sei K von 
eingeschränkter Tangentenbeweglichkeit. 

Beh. Es ist K darstellbar als abgeschlossene Hülle S einer Bogensumme S im engeren 
Sinne der folgenden Art: InS = U,B, sind die einfachen Bogen B, gewöhnlich differenzier- 


12) Eine Menge M< E, heißt hypereben, wenn es eine (n — 1)-Ebene H mit M< H gibt. 

13) Eine Menge M< E, heißt von endlichem Ordnungswert bezüglich des Sysiems aller (n — 1)-Ebenen H, 
wenn Mrı H endlich ist für jedes H. Besitzen die Mächtigkeiten dieser M ı H sogar ein Maximum j, wobei also j 
eine natürliche Zahl ist, so heißt M von dem (beschränkten) Ordnungswert j (j = 1). 
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bar (also frei von Spitzen), ferner ist jedes B, von endlichem Ordnungswert bezüglich des 
Systems aller Hyperebenen des A„. Überdies ist B, einfach relativ zu n unabhängigen (n — 1)- 
(Parallel-) Büscheln. 


Zusatz. In der Beh. kann man die B, auch ersetzen durch lauter total ordnungs- 
homogene!#) Bogen von beschränktem bzw. endlichem Ordnungswert. 


Bew. (I) Weil K ein Kontinuum und lokal von b. T. S. ist, folgt aus dem Satz der 
Nr. 3.2., daß X = U,B, ist; jedes B, ist dabei einfach relativ zu je n unabhängigen 
(n — 1)-Parallelbüscheln b und kein H € b enthält Tangenten an B,.— (II) Mit X ist aber 
auch B; tangierbar und von e. T. B. und enthält keine hyperebenen Teilbogen. — (III) Zu- 
folge Ziff. (T) und (II) sind daher für die B, die Vor. des Satzes in Nr. 4. 2.1. erfüllt. 
Daraus folgt die Beh. — Betr. den Zusatz. Jeder einfache (abgeschlossene) Bogen B, von 
endlicher Ordnung (bezüglich des Systems aller (n — 1)-Ebenen) ist (vgl. [4], S. 89) ab- 
geschlossene Hülle einer Bogensumme U, B;, i. e. S., wobei jedes B;, (total) ordnungs- 
homogen von beschränktem oder endlichem Ordnungswert ist. Demzufolge ist X ab- 
geschlossene Hülle einer Vereinigung von abzählbar vielen abgeschlossenen Hüllen von 
Bogensummen; gemäß Nr. 3.1.5. und 3.1.5.1. ist also K selbst abgeschlossene Hülle 
einer Bogensumme i. e. S., deren einzelne Bogen, als Teilbogen der B;, (vgl. Nr. 3.1.5. 1.) 
total ordnungshomogen sind. 


4.3.1. In der affinen Ebene A, gilt aber (vgl. [2], S. 60, sowie [5], S. 28, $ 6) der 
Satz, daß die einzigen (total) ordnungshomogenen Bogen von endlichem oder beschränk- 
tem Ordnungswert die Konvexbogen (Ordnung Zwei) sind (bezüglich des Systems aller 
Geraden des A,). Der Satz in Nr. 4. 3. spezialisiert sich daher zum folgenden: 


Satz. Es sei K ein Kontinuum in der (affinen) Ebene A,, das keine Strecken enthält, 
ferner tangierbar sowie von beschränkter Tangentenschwankung und von eingeschränkter 
Tangentenbeweglichkeit ist. Dann ist K abgeschlossene Hülle einer Bogensumme aus (ab- 
zählbar vielen) Konvexbogen. 


$ 5. Anwendung auf (Durchlaufungs-) Kurven. Der Struktursatz von Rosenthal für 
ebene dualisierbare Kurven. 


Es soll jetzt noch untersucht werden, inwiefern die auf Kontinua sich beziehenden 
Sätze insbesondere von $ 4 zu Ergebnissen auch für Durchlaufungskurven führen. 


5. 1. Unter einer (Durchlaufungs-) Kurve im E„ bzw. A, verstehen wir ein eindeutiges 
stetiges Streckenbild im E,„ bzw. A,„. Präziser gesagt: Ist J = [x, $] eine abgeschlossene 
Strecke auf der reellen Zahlgeraden (d. h. im A,) und ist p | J eine eindeutige stetige Ab- 
bildung von J in E„ bzw. A„, so wird als Kurve C(J) die Menge der Paare (r, p(r)) 
mit r€& J bezeichnet; ist J’ abgeschlossene Teilstrecke von J, so heißt C(J’) Teilkurve von 
C(J). Der Bildpunkt p(r) heiße Träger der Stelle (r, p(r)) = p(r) und die Menge 
aller Bildpunkte p(r) der Träger C = C(J) der Kurve C(J). 


Keine Teilkurve soll einen einpunktigen Träger besitzen. Für den Fall des A, wird 
überdies die Beschränktheit des Trägers der Kurve gefordert. 


14) Es sei M< E„ von endlichem Ordnungswert bezüglich des Systems aller (rn — 1)-Ebenen (vgl. Fuß- 
note 13). Der Punkt x e M heißt von endlichem (bzw. beschränktem) Ordnungswert, wenn jede Umgebung von x 
auf M von endlichem (bzw. beschränktem) Ordnungswert ist. Der Ordnungswert des Punktes x ist dann endlich 
(bzw. gleich dem Minimum der Ordnungswerte aller Umgebungen von x). Und M wird als total ordnungshomogen 
bezeichnet, wenn alle Punkte von M den gleichen (endlichen und nicht beschränkten bzw. beschränkten) Ordnungs- 
wert besitzen und wenn dieser Ordnungswert gleich dem von M ist. 
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Abkürzend läßt sich also die Kurve C(J) erklären als das orientierte, d. h. mit einem 
‘ Durehlaufungssinn versehene, im Kleinen zusammenhängende Kontinuum C(T). Ent- 
sprechend der dem Träger C(J) durch die Abbildung p | J aufgeprägten Orientierung 
werden zu jeder Stelle p(r) als ihre vorderen und hinteren Umgebungen C(U*) die Mengen 
der Stellen p(r’) mit Teut erklärt, wobei U* bzw. U- eine vordere bzw. hintere Um- 


gebung von r auf J bezeichnet. 


Demgemäß ist eine vordere bzw. hintere Halbtangente 7*(r) an die Kurve in 
(mit) der Berührstelle p(r) erklärt als Limes von Halbgeraden mit p(r) als Anfangs- 
punkt durch von p(r) verschiedene Träger p(r’), wenn r’ auf J von vorne bzw. von hinten 
gegen r konvergiert (dies und das Folgende nach [10], S. 482ff.). Jede Gerade, die Träger 
einer Halbtangente 7*(r) ist, heißt Kurventangente T(r) mit der Berührstelle p(r). 


Es sind 7*(r) und 7(r) im allgemeinen mehrdeutige Funktionen von r. Man beachte, 
daß in p(r) nur eine einzige Tangente existieren kann, dabei aber 7*(r) und 7-(r) nicht 


eindeutig bestimmt sind, daß nämlich zwei verschiedene T*(r) und zwei verschiedene 
T-(r) vorhanden sind (mit dem gleichen Träger T(r)) (vgl. [10], S. 486). Im Falle der 
Eindeutigkeit von 7T(r) bzw. von T*(r) oder von T-(r) heißt die- Kurve c(J) in p(r) 
tangierbar bzw. vorn oder hinten differenzierbar. Ist C(J) in p(r) vorn und hinten 


differenzierbar und besitzen T*(r) und T-(r) gleichen Träger, so heißt C(J) in p(r) 
vollständig differenzierbar; und zwar heißt p(r) gewöhnlich differenzierbar bzw. 
Spitze von C(J), je nachdem T*(r) und T-(?) verschieden oder identisch sind. Ist 
C(J) in jeder Stelle tangierbar bzw. ist 7'(r) überdies als Funktion von r stetig in p(r), 
so heißt die Kurve tangierbar bzw. stetig tangierbar; entsprechend ist der Ausdruck stetig 
(vollständig) differenzierbar zu. verstehen. 


Man erhält schließlich die Definition einer Kurve, die in p(r) (bzw. überall) von 


beschränkter Tangentenschwankung (b. T. S.) oder von eingeschränkt beweg- 
licher Tangente (e.T. B.) ist, indem man in der Definition von Nr. 2.1. bzw. 4.2. 
„Punkt“ durch „Stelle“ und „Umgebung eines Punktes‘ durch „Umgebung einer Stelle‘ 
ersetzt. 


Anmerkung. Ist die Kurve C(J) an der Stelle p(r) z. B. tangierbar, so ist die 
zugehörige Tangente an die Kurve in p(r) auch Tangente an den Träger C(J) in p(r). 
Aber zugleich ist der Träger C(J) nicht notwendig z. B. tangierbar in p(r). Beispiele: 
(a) Kurve mit Doppelpunkt und verschiedenen Tangenten im Doppelpunkt; (b) Auf einer 
Kreisperipherie K (in der Ebene) seien a, b die Endpunkte eines Bogens B der Länge 4 "'n. 
Man ziehe in a und 5b die Tangenten an X; ihr Schnittpunkt sei c. Man ersetze B durch 
die beiden Strecken ac und be. Sodann durchlaufe man die Menge K’ = (K— B)vacu be 
folgendermaßen: Von a (stets monoton) längs ac nach c, von c über a und 5b nach c und 
zurück nach b. An den beiden Stellen mit dem Träger c ist die so erklärte Kurve stetig 
tangierbar, im Punkt c ist es der Träger K’ der Kurve nicht. 


(2) Es kann die Kurve C(J) in p(r) von b. T.S. sein, aber der Träger C(J) im 
Punkt p(r) nicht von b. T. S.. Beispiel (vgl. [10], S. 485ff.): In der Ebene A, sei 5 die 
Strecke r»=0, —1=sysi; ferner sei X, der Kreis («e—r)®?+ y?®=r?. Man kon- 
struiert folgende Kurve: Zunächst wird $S von y = —1 bis y = +1 durchlaufen, wobei 
z=y=( etwa dem Werte 7 = 4! entspreche; sodann durchlaufe man $ zurück von 
y= +1bis y = 0 und jetzt der Reihe nach, jeweils in x = y = 0 beginnend und einmal 
im gleichen Sinne monoton, die Kreise X,, K,,..., wobei, =2"4,k=1,2,.... Eine 
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Umgebung C(U) von p(4-') auf C(J) ist v.b.T. S., nicht aber eine Umgebung des 
Trägers p(4!) = (0,0) auf C(J). 

5.2. Aus der Kompaktheit von J, der Stetigkeit von p | J und dem Umstand, daß 
E, bzw. A, ein rationaler T,-Raum ist, folgt u. a. (vgl. z. B. [6], Bd. I., S. 202, 4. Satz): 
Der Träger C(J) von C(J) ist ein (kompaktes) Kontinuum. Das Bild jeder abgeschlossenen 
Menge in J ist abgeschlossen auf C(J). Und mithin: Sind ,k=1,2,..., unendlich 
viele (sämtlich verschiedene) Punkte von C(J), so existiert eine Teilfolge ((k„)) von 
((k)), ein g€&C(J), ein r€ J und eine Folge von T,„ € J, wobei 7, + 7,, für k #r, mit 
folgenden Eigenschaften: r =lim r,, , und die r,, liegen sämtlich entweder in einer 
vorderen oder sämtlich in einer hinteren Umgebung von r auf J; ferner ist q = lim Gem 
wobei gq,, = p(t,,) ist. 

5.2.1. Mit Hilfe der Bemerkung in Nr. 5.2. ergibt sich noch: Eine Gerade G ist 
Tangente an den Träger C(J) im Punkt g genau dann, wenn es mindestens eine Stelle 
p(r) der Kurve C(J) mit qg = p(r) gibt, so daß G Träger einer Tangente an die Kurve 
cJ) an der Stelle p(r) ist. — Ferner: Ist H eine (n — 1)-Ebene, die mit dem Träger C(J) 
der Kurve C(J) einen unendlichen Durchschnitt besitzt, so enthält 4 eine Tangente an 
die Kurve C(J). 

5.3. Unser Ziel ist die Darstellung des Trägers C(J) einer Kurve C(J) als ab- 
geschlossene Hülle einer Bogensumme, deren einzelne Bogen tangierbar, lokal von 
b. T. S. und von e.T. B. sind, falls dies für die Kurve zutrifft. Der Schluß z. B. von der 
Tangierbarkeit der Kurve auf die des Trägers ist aber (vgl. Nr.5.1., Anmerkung) im 
allgemeinen nicht statthaft; für unsere Bogensumme kommen also nur Bogen besonderer 
Art in Betracht. Wir untersuchen zunächst solche Bogen für sich (Nr. 5. 3. 1.—5. 4.) in 
ihrer Beziehung zur Kurve und konstruieren dann (Nr. 5. 5.) die gewünschte Bogensumme. 


5.3.1. Ein einfacher (abgeschlossener oder offener) Bogen B (vgl. Nr. 3. 1. 1.) heißt 
freier Teilbogen des beschränkten Kontinuums K, wenn B<K offen in K ist, d.h. 
wenn B in K enthalten ist und wenn jeder Punkt von B eine zu K— B fremde Um- 

gebung (in E,„) besitzt (dabei wird (vgl. Nr. 3.1.1.) mit B der größte, in B enthaltene 
offene, einfache Bogen bezeichnet). 


Ist B freier Teilbogen von K, so ist auch jeder Teilbogen B' von B freier Teilbogen 
von K. 

In der Tat: Es gilt K— B’=(K— BJ) u (B—B'). Ist p €eB', so gibt es nach 
Vor. eine zu K — B fremde Umgebung U von p (im E,). Außerdem gibt es eine zuB— B' 
fremde Umgebung U’ von p(im E,„); denn andernfalls wäre B nicht einfacher "Bogen. 
Somit ist Un U’ eine zu K — B’ fremde Umgebung von p. 


5.3.2. Wir erklären weiter: Ein einfacher Bogen B heißt freier Teilbogen der 
Kurve C(J), wenn B freier Teilbogen des Trägers C(J) ist. Und eine Teilkurve C(J’) 
der Kurve C(J) heißt freie Teilkurve von C(J), wenn der Träger C(J’) von C(J') freier 
Teilbogen von C(J) ist. Es gilt: 

Jeder Teilbogen B® des Trägers B* einer freien Teilkurve C(J*) von C(J) ist als 
Träger einer freien Teilkurve C(J®) von C(J*) und von C(J) darstellbar. Und zwar läßt sich 
J® so wählen, daß bei p | J® die Endpunkte von J® und die von B® einander eineindeutig 
entsprechen. 

Bew. Zunächst ist jeder Teilbogen eines freien Teilbogens von C(J) selbst freier 
Teilbogen von C(J) (Nr. 5. 3. 1.). Es seien w’, w die Endpunkte von B®, ferner sei W' 
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bzw. W' die Menge aller r € J* = J* mit w' = p(r) bzw. w' = p(r). Es ist W' = W' 
“und W" = W"'. Daher enthält W’ bzw. W"' ein kleinstes r, etwa r’ bzw. r';esist ! +#r”. 
Ist etwa 7’ < r”, so existiert wegen der Abgeschlossenheit von W’ und W'' sowie wegen 
W'nW' =dein größtes r€ W', etwa 7’ mit 7’ < Tr’ < Tr’. Zwischen 7’ und 7” gibt es 
also kein r € W' u W'', so daß für p | J® das 7’ bzw. das r’’ eineindeutig dem w’ bzw. w’ 
entspricht. 

5.3.3. In Nr. 5. 3. 2. handelte es sich um die Darstellbarkeit eines freien Teilbogens 
B° von C(J) als Träger einer freien Teilkurve von C(J); dabei war aber B® schon als 
Teilbogen des Trägers einer freien Teilkurve von C ce) vorausgesetzt. Jetzt soll die ent- 
sprechende Darstellbarkeitsfrage für einen beliebigen freien Teilbogen von C(J) behandelt 
werden. Die Beantwortung dieser Frage ist enthalten im nachstehenden 


Hilfssatz. Vor. Es sei C(J) eine Kurve mit beschränktem Träger. Ferner sei B ein 
freier Teilbogen von EN. 

Beh. Es ist B entweder Träger einer freien Teilkurve C(J*) von C(J) oder 
Vereinigung der Träger zweier freier Teilkurven C(J,), C(J,) von C(J), ale Träger 
C(J,) und C(J,) einpunktigen Durchschnitt besitzen. 


Bew. (1) Es sei qg € B beliebig. Dann gibt es ein r = r(g) € 2 mit p(rT) =g (wobei 
t im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist) und eine Umgebung von r auf J, nämlich 
eine, r enthaltende, in J offene Strecke U mit C(U)<B, also mit C(U)<B. (Man 
beachte, daß C(U) nicht notwendig Umgebung von q auf B zu sein braucht; vielmehr 
kann g ein „Endpunkt‘ der zusammenhängenden Menge C(U)< B, also des Teilbogens 
C(U) von B sein). Da, wegen C(U,U,) = U,C(U,), die Vereinigung beliebig vieler 
solcher U, wieder ein U (mit C(U)< B) ist, so gibt es ein größtes unter diesen U, das 
wir mit U(r) bezeichnen; es ist U(r) eine in J offene Strecke. Mindestens einer der End- 
punkte von C(U(r)) ist von g verschieden, weil für keine Teilstrecke J’ von J der Träger 
C(J') einpunktig sein soll (vgl. Nr. 5. 1.). 

(2) Es seien z’,z’’ die Endpunkte von B. Ferner seien u’, u’ die Endpunkte des 
(vgl. Ziff. (1)) einfachen Teilbogens C(U(r)) von B mit = t(g); dabei ist u + u”. 
Es gilt nun: 

Mindestens eines der u’, u‘ fällt mit einem der z',z'' zusammen. 


In der Tat: Die Endpunkte von J bzw. von U(r) seien «, 8 bzw. a’, 8’, wobei etwa 
a <a'<ß'<P ist. Vom Fall, daß x =’ und $ = ß’ ist, also J = U (r), kann abgesehen wer- 
den; in diesem Fall ist nämlich C (U(T))=C(J)<B=C(J), also C(U(r))=C(J) =B und 
damit u’=z', u” =z’. Es sei demgemäß etwa x <a’ <ß’<ß. Angenommen, die u’, u" 
seien beide verschieden von den 2’, z’, es sei also C (U (T))<C(U(r))<B. Dann ist 
jedenfalls p(ß') € B. Daher gibt es (wegen der Stetigkeit von p | J und wegen a’ < ß' <ß) 
eine Umgebung v von ß' in J mit V< J derart, daß C(V)<B gilt. Weil p’€ Ur), 
also U) nV +9 ist, ist W = U(r) v V eine Strecke, in der 7 enthalten ist; wegen 
C(W) = C(U) v C(V)< B ist somit W ebenfalls ein U von der in Ziff. (1) erklärten Art. 
Aber W ist echte, in J offene Obermenge von U(r) im Widerspruch zur Maximaleigen- 
schaft von U(r). 

(3) In Ziff. (1) war zu beliebigem q € B bzw. 7 = r(g) ein größtes U(r) bestimmt 
worden. Und für dieses U(r) mußte nach Ziff. (2) mindestens einer der Endpunkte u’, u” 
von C(U(r)) mit einem der Endpunkte z', 2’ von B zusammenfallen. Ist gleichzeitig 
u' = z’' und u” = z”, so ist die Beh. unseres Hilfssatzes richtig. Es sei also für jedes g € B 
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(und für jedes x mit g = p(7)) entweder u’ + z’' (und u’ = z') oder u’ +7’ ni u mg" 
Wir betrachten die Gesamtheit f’ der zu allen qg € B gehörigen U(r) mit u’ =7'. Dann 
existiert u, = sup (u”; U(r) €’), wobei sup gebildet wird bezüglich der linearen An- 
ordnung der Punkte u von B auf B und wohei in dieser Anordnung z’ = u’ <z’ an- 
genommen ist. Es gibt also eine Folge von u),k =1,2,..., die auf B monoton gegen 
ein u, konvergieren. Ist U} = (a,, ßı) dasjenige U(r), für welches u, Endpunkt von 
C(U/) ist, so kann man aus den U; solche auswählen, für die — wir bezeichnen sie 
wieder mit U} — neben u, = lim u,’ auch &, = lim a,, ß, = lim ß, existiert. Wegen der 
Stetigkeit von p|J „konvergieren‘“'#) die c(U;) gegen C (D,), wenn 177 = [&,, Bo] 
gesetzt wird, und es ist C( U,) freie Teilkurve von C(J), deren Träger der freie Teilbogen 
B' von B mit den Endpunkten u, und 2’ ist. Entsprechend erhält man einen Teilbogen 
B' = C(U,) von B mit den Endpunkten u, und 2’. Und jedes qg€ B, für das ein U(r) 
mit u’ = z’ bzw. mit u” = 2’ existiert, ist in B’ bzw. in B' enthalten (B'v B"'< B). 
Jedes g€& B ist also in B' oder in B’' enthalten. 


(4) Ist B’ = B oder B” = B, so ist B Träger einer freien Teilkurve. Andernfalls ist 
B= B' u B" mit BB" + 9, weil jedes gE B in B’ u B"<B enthalten ist. Dabei 
sind B’ sowie B" Träger je von freien Teilkurven. - Nach Nr. 5. 3. 2. ist aber B, = B’ — — Pr 
(als Teilbogen der freien Teilkurve C (U,)) Träger einer freien Teilkurve und BınB' 
enthält als einzigen Punkt den von z’ und z’’ verschiedenen Endpunkt von B’. Damit ist 
auch für diesen Fall die Beh. unseres Hilfssatzes bewiesen. 

5.4. Wir untersuchen nun, inwieweit man aus der Tangierbarkeit usw. einer Kurve 
auf die Tangierbarkeit usw. des Trägers einer freien Teilkurve schließen kann. Hierüber 
gilt der 

Hilfssatz. Vor. Es sei B=C(J') Träger der freien Teilkurve C(J'). 


Beh. Ist die Kurve C(J) tangierbar bzw. von beschränkter Tangentenschwankung 
bzw. von eingeschränkter Beweglichkeit der Tangente, so gilt dies auch für den offenen 
Teilbogen B des Trägers B von C(J"). 

Bew. Gemäß Nr. 5.3.2. wird vorausgesetzt, daß bei der Abbildung p | J’ die End- 
punkte x’, 8' von J’ und die Endpunkte z’, z’’ von B einander eineindeutig entsprechen. 


(1) Es genügt der Beweis der folgenden 

Beh. (1): Zu jedem g € B existiert mindestens ein Urbild 7 = r(g) € J’ mit q = p(r?) 
von folgender Art: Zu jeder Umgebung U von r(g) auf J' gibt es eine Umgebung W =W(UÜ) 
von q auf dem Träger C(J) der ganzen Kurve C(J), so daß W im Träger C(U) von C(U), 
also in B enthalten ist. (Das gleiche gilt dann für jede, in W(U) enthaltene Umgebung 
von q auf C(J)). 

Denn aus der (in Ziff. (2) zu beweisenden) Beh. (1) folgt: (I) Für das gemäß Beh. (1) 
gewählte r(g) ist jede Tangente 7(g) an C(J) in g€ B zugleich Tangente 7(r) in p(r) 
an (C(U), also an) C(J). Umgekehrt ist (vgl. Nr. 5.2.1.) jede Tangente 7(r) in p(r) 
an C(J) zugleich Tangente 7(g) in qg an C(J). Daher ist die Menge der 7(g) identisch mit 
der Menge der 7(r) (für r = r(g)). — (II) Ist r € J mit q = p(?), wobei g € B, und ist r 
im übrigen beliebig, so ist wieder jedes 7(r) ein 7’(g). Also: Durch die Tangenten an den 
freien Teilbogen B von C(J) in jedem q € B werden genau alle Tangenten an C(J) in allen 
Stellen pP?) mit dem Träger q=p(?) geliefert. — (III) Ist nun C(J) speziell an der Stelle 


En Es handelt sich um topologische Konvergenz, die hier gleichwertig ist mit der metrischen (vgl. z. B. [6], 
I. Bd., S. 127, Nr. 5. 2. 4., und S. 206, Nr. 6. 3. 4. 4.). 
4* 
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p(r) mit q = p(r) € B tangierbar, so auch an jeder anderen Stelle pP) mit qg = p(T) und 
es ist auch Bing tangierbar. Ist ferner C(J) von b. T. S., so ist B ebenfalls von b.T. S. 
Ist schließlich C(J) von e.T. B., so gilt das gleiche für B: nämlich: Irgend n zu q auf B 
hinreichend benachbarte Punkte q, liegen in W(Ü), bidltehn also Urbilder r, € U, wobei 
q € B beliebig, r = r(g) und U beliebig kleine Umgebung von r sein kann; jede (n — 1)- 
Schmiegebene ingan B ist also auch (n — 1)-Schmiegebene an C(J) in p(r). Und das 
gilt auch für die übrigen Stellen 7 mit q = p(T). 

(2) Der Beweis von Beh. (1) läßt sich nun so führen: 

(2 4) Es sei J’ = [a’, ß’]. Weiter sei qg = f(o) eine topologische Abbildung des ein- 
fachen Bogens B auf die Strecke $S=(0<so<1)=[0, 1], wobei 7’ =f(0), 2’ =f(1) ist. 
Mit der Umkehrabbildung o = f-!(g) ist dann auch o = f-!(p(r)) = g(r) eine eindeutige, 
stetige Abbildung von J’ auf $, wobei 0 = g(a’), 1 = g(f’) ist. 

(2 2) Die Beh. (1) folgt aber aus der 

Beh. (2). Zu beliebigem q € B, d.h. zu beliebigem a € (0, 1), existiert ein 7 = g”!(o), 
also r€(a’, 8) = J’, von folgender Art: Zu r gibt es 7, 1,€ (a’, ß’) die zu r beliebig 
benachbart sind und für die „ <r<r, sowie g(n) <o <g(t,) gilt. 

Diese Beh. (2) folgt ihrerseits aus der 

Beh. (3). Es existiert eine Nullstelle r von h(£) = g(£) — o, £ € (a’, 8’), in welcher 
h(£) das „Vorzeichen wechselt‘“. 

Um zunächst ein solches r zu finden, betrachte man die Menge N- aller Nullstellen 
von h(£), in deren voller Umgebung h(£) < 0 ist und unterhalb deren keine Nullstelle 
von h(£) liegt, die nicht zu N- gehört. Dabei kann N- leer sein, während die Menge N 
aller Nullstellen von A(£) nicht leer ist (wegen h(a') =— 0 <0,h(f) =1—0>0). 
Ist N - leer, so ist die (wegen der Abgeschlossenheit von N vorhandene) kleinste Nullstelle 
von h(£) eine solche mit Vorzeichenwechsel; andernfalls ist es die kleinste, nicht zu N- 
gehörige Nullstelle r mit > E' = sup (£; &E€ N-); denn N — N ist nicht leer. (Ist 
nämlich &’ Nullstelle aus N — N, so ist r =’, andernfalls ist die kleinste Nullstelle 
oberhalb €’ (sie existiert) das gewünschte r). 

Ist aber Beh. (2) richtig, so liefern die Strecken (r,, r,) beliebig kleine Umgebungen 
U von r (auf J’) und wegen der Stetigkeit von g beliebig kleine Umgebungen W=W (U) 
von q auf B. Damit ist also Beh. (1) und folglich der Hilfssatz bewiesen. 

5.5. Mit Hilfe der in Nr. 5.3. und 5. 4. gemachten Feststellungen ergibt sich nun 
der gewünschte Darstellungssatz für die Träger gewisser spezieller Kurven. 

5.5.1. Zunächst wird gezeigt: 

Satz. Vor. Die Kurve C(J) sei beschränkt (im E,„) und von beschränkter Tangenten- 
schwankung. 2 

Beh. Der Träger C(J) ist darstellbar als abgeschlossene Hülle einer Bogensumme im 
engeren Sinne, deren einzelne Bogen freie Teilbogen der Kurve C(J) sind. 

Bew. (1) Es gibt ein (n — 1)-(Parallel-)Büschel b, relativ zu dem C'(J) endlichen 
Ordnungswert besitzt. In der Tat: Da C(J) von b. T. S. ist, gibt es ein Büschel b derart, 
daß kein H €b Tangenten an C(J) enthält. Ist aber der Durchschnitt eines H €b mit 
dem Träger C(J) unendlich, so enthält H eine Tangente an C(J) (gemäß Nr. 5. 2. 1.). 
Übrigens ist die Achse des Parallelbüschels b fremd zum beschränkten Kontinuum 
N = 

(2) Gemäß [3], S.28, Nr. 1.12, ist X = C(J) darstellbar als abgeschlossene Hülle 
einer Vereinigung von abzählbar vielen KrnS,k=14,2,...; dabei sind die S, ab- 
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geschlossene Parallelstreifen, die bis auf die berandenden, zu b gehörigen (n — 1)-Ebenen 
paarweise fremd sind und wobei (vgl. [3], Nr. 1.11, S.28) jedes Kr S, Vereinigung 
von endlich vielen, abgeschlossenen, paarweise fremden, relativ zu b einfachen Bogen B,, 
ist. Jedes solche B;, ist daher freier Teilbogen von K. Und K ist auch abgeschlossene 
Hülle von U, Bu (vgl. Nr. 3.1. 5.). 

5.5.2. Nun ergibt sich der 

Satz. Vor. Die Kurve C(J) im E, sei lokal von beschränkter Tangentenschwankung, 
ferner tangierbar und von eingeschränkter Beweglichkeit der Tangente. Schließlich enthalte 
der Träger C(J) keine hyperebenen Teilbogen. 

Beh. Der Träger C(J) der Kurve C(J) ist darstellbar als abgeschlossene Hülle einer 
Bogensumme im engeren Sinne U,B;, wobei die B, gewöhnlich differenzierbare Teilbogen 
von C(J) und je ordnungshomogen von endlichem (oder beschränktem) Ordnungswert bezüglich 
des Systems aller (n — 1)-Ebenen sind. 

Zusatz. Im Falle n = 2 (projektive Ebene) sind die B, sämtlich (stetig differenzier- 
bare) Konvexbogen. Die dualisierbaren ebenen Kurven sind ein Spezialfall der von uns 
betrachteten, insofern stetige Tangierbarkeit und eine etwas verschärfte eingeschränkte 
Beweglichkeit der Tangente vorausgesetzt wird; die lokale Beschränktheit der Tangenten- 
schwankung folgt aus der stetigen Tangierbarkeit (vgl. [10], $5, S. 518ff.). 

Bew. (1) Es ist C(J) lokal von b. T. S. Aus der Definition der lokal b. T. S. folgt 
aber: Es ist C(J) Vereinigung endlich vieler beschränkter Kontinua X,, deren jedes Träger 
einer Teilkurve C(J;) von b.T. S. ist. Gemäß des Satzes in Nr. 5.5.1. ist daher C(J) 
Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Hüllen von Bogensummen U, B;: i. e. S., wobei 
jedes B;, freier Teilbogen von C(J,;) ist. 

(2) Gemäß Nr. 5. 3. 3., Hilfssatz, kann dabei jedes B;, als Träger einer freien Teil- 
kurve von C(J;) angenommen werden. Nun ist aber jedes C(J;) tangierbar, von b.T. S. 
und von e. T. B. (weil dies für C(J) vorausgesetzt ist). Gemäß Nr. 5. 4., Hilfssatz, ist dann 
jedes B;, tangierbar, von b.T.S. und von e.T.B. Auch enthält B,, keine hyper- 
ebenen Teilbogen. Gemäß Nr. 5, 5. 1. ist B,, = Ba = U, Biir, wobei Bjpr < Bu für jedes r. 
Gemäß Nr. 4. 3., Satz und Zusatz, sowie Nr. 4. 3. 1., Satz, folgt die Beh. des obigen Satzes 


und Zusatzes (Nr. 5. 5. 2.), wenn man noch U, (U, (U,B,,,)) gemäß Nr. 3.1. 4., 3.1.5. und 
3.1.3. als abgeschlossene Hülle einer Bogensumme i. e. S. darstellt. 
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Sur une propriete des groupes libres. 


A M. Wolfgang Krull, a Poccasion de son 60° anniversaire. 


Par J. Dieudonne ä Paris. 





1. Introduetion. Il est tout & fait intuitif, et de d&monstration immediate, que 


si A designe la mesure de Lebesgue dans un espace R", B une boule de centre O0 et de 


rayon r, B, sa-translatee a + B, alors a tend vers 1 lorsque r tend vers + ©, 


uniformement lorsque a reste dans une partie born&e fixe de R". Si 93 est la fonetion 


caracteristique de Betf = en de sorte que N,(f) = 1, la propriete pr&cedente s’exprime 


encore en disant que, pour toute partie compacte K de R" et tout e > 0, r peut ötre pris 
assez grand pour que l’on ait N,(e.*f—f) Se pour tout a€ K. De l’existence d’une 
telle fonetion fE L4(R") (non ne6cessairement multiple d’une fonction caracteristique) 
pour K et e arbitrairement donnes, propriet& que nous avons dösignee par (P,) dans 
[1], resulte ais&ment la propriete suivante: (E) Si « est une mesure bornee positive sur 
NR", alors pour tout p tel que 1<p<-+ ©, la norme de l’endomorphisme g>ux*g 
de LP(R”) est exactement &gale ä la masse totale || « || de la mesure «. H. Reiter a demontre 
([2], p. 405—406) que la propriete (P,) est valable pour tout groupe abelien localement 
compact, et en partant de ce rösultat, j’ai pu l’&tendre ä diverses cat&gories de groupes 
localement compacts non abeliens et non compacts, par exemple les groupes de Lie 
nilpotents connexes [1]. Mais eontrairement &ä ce qu’on serait naturellement porte ä 
croire, la propri6te (P,) n’est pas valable pour tous les groupes localement compacts. Nous 
nous proposons dans cette note de montrer en particulier que la propriete (E) pour 
p =2 (et a fortiori la propriets (P,)) n’est pas exacte dans les groupes libres discrets non 
abeliens. Il suffira &videmment de fournir un contre-exemple pour un groupe libre ä 2 
generateurs. 


2. Soit done G un groupe libre discret engendre par deux elements a,b. Nous 
considererons la mesure positive u ayant pour support l’ensemble form& des trois points e 
(el&öment neutre), a! et b-!, et pour masse + 1 en chacun de ces trois points. Il s’agit 


d’evaluer la borne superieure de en lorsque f parcourt l’ensemble des fonctions de 
2 


L?(G) distinctes de 0, et de montrer que cette borne est strietement inferieure ä || a || = 3. 
Il est clair que cette borne sup6rieure est aussi la borne sup6rieure de la möme expression 
lorsqu’on suppose que f est & support compact, c’est-A-dire nulle hors d’une partie 
finie de G. 

3. Nous allons definir une partition de G en parties finies R,, que nous definirons 
par recurrence (n > 0). Nous dirons que, pour un x €G, les six points distinets 


(1) ax, bx, a-!xz, b-!x, ab-!x, ba-!x 





> .- so ee ss 555 u, mE 3A A a en 


— 
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sont adjacents ä x. Cela &tant, nous prendrons R, = {e}, et nous dösignerons par A,, 
pour n > 0, l’ensemble des elements adjacents ä un &löment de R,_, et n’appartenant 
a aucun A, pour k<n. 


Rappelons qu’un element de G, par definition, a une et une seule forme normale, 
produit de puissances negatives ou positives de a et de b, oü ces deux types de facteurs 
alternent. 


Lemme. Pour tout x€E R,(oüun 1), sur les six elöments distincts adjacents x, un 
appartient & R„_,, un autre ä R, et les quatre autres ä R„,,; ces derniers sont ceux pour 
lesquels la forme normale s’obtient en juxtaposant a la forme normale de x celle du facteur 
par lequel x est multiplie. En outre, tout element de R,,, est adjacent ä un seul elöment de R,.. 


Le lemme se v£rifie directement pour n = 1; d&montrons-le par r&currence sur n. 
Supposons par exemple que z = ay, oü yE R,„_,. En vertu de l’hypothöse de r&currence, 
la forme normale de y ne peut commencer par une puissance de a d’exposant nögatif. 
On a alors a-'r = yER,_,, et ba-!x=by appartient necessairement & A,; en effet, 
comme x =ab-!(by), by ne peut appartenir ä R,_,, sans quoi x appartiendrait & 
R,-3 v R.-aU R„-ı; by ne peut non plus appartenir a R,_,, puisque x n’est adjacent 
qu’a un seul &l&ment de A,„_,. Montrons ensuite que les quatre el&ments az, bx, b-!x et 
ab-!x, n’appartiennent & aucun A, pour k < n; prouvons-le par exemple pour az. Tout 
d’abord, ax ne peut appartenir ä R, pourk <n—.2, car alors x = a-!(ax) ne pourrait 
appartenir & A,. Sion avat z=ar€ R,_,, on aurait x = a-!z, contrairement au fait 
que x ne peut ötre adjacent qu’& un seul &l&ment de A,_,. Enfin, ax = a?y ne peut 
appartenir a A,, car sa forme normale commence par a* avec h 22, donc ax devrait 
etre de la forme az avec zE R,_,, autrement dit on aurait z€ R,_, contrairement & 
!’hypothöse. Comme la forme normale de x commence par a* avec h=1, on voit que 
les quatre &l&ments pr&c&dents de R,,, ont la forme normale indiquee dans l’&nonc6; 
il en rösulte immeödiatement qu’ils ne peuvent ötre adjacents A aucun &l&ment de A, 
autre que x. Nous designerons par 5, la r&union des AR, d’indice k Sn. 


4. Nous allons chercher la borne sup£rieure de 
(N(ux* N) = ze) + flaz) + f(bz)} 


lorsque f parcourt l’ensemble des fonctions röelles ä support dans S,„ telles que 


zu} =1. 
ze@ 


Il s’agit la d’une fonction continue F sur un compact identifiable A une sph£re; elle 
atteint donc son maximum dans cet ensemble, en un point f que l’on peut obtenir par 
la methode des multiplicateurs de Lagrange. On considere done la.fonction 


HM) = ZU) + Has) + Ed LEI), 


oü Z est un paramötre röel, f n’etant plus soumis qu’ä la condition d’avoir son support 
dans $,„, et on 6crit que les deriv6es par rapport aux variables f(x) (x € 5.) de H(f) sont 
toutes nulles, ce qui donne les conditions 


(2) (£—3) f{2) = fax) + f(br) + Fa!) + F{b"'x) + Flabr'x) + f{ba”'z) 
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pour tout x € $,, autrement dit (£{— 3) f(x) doit ötre la somme des valeurs de f aux 6 

‚ points adjacents a x. Si on multiplie les deux menbres de (2) par f(x) et qu’on somme 
les &quations obtenues lorsque x varie dans S,„, on voit que si f realise l’extremum cherch& 
de F(f), on a nöcessairement 


[—3= 2 z(f(e) f(ax) + f(ax) f(bx) + f(bx) f(x)) 
> F(f) AT 3, 


autrement dit, F(f) = £. Nous nous proposons de prouver que les conditions (2) entrainent 
necessairement { < 8, ce qui ach@vera notre d&monstration, puisque || « |? =9. 


5. Nous allons d’abord considerer le cas oü toutes les valeurs de f(x) pour les 
zER,O <Sk=<n, sont egales a un möme nombre reel &„_.. Tenant compte du lemme 
du n? 3, les conditions-(2) donnent les relations suivantes, en les appliquant successivement 
a un &l&ment x de R,, R._1,-- .„, Ro: 


(3) (E-3)0 = + 9 
(4) (3), =49_ 1 ++ &rrı sksn—i) 
(5) (3) 0, = 60,_1- 


La rösolution de l’&quation r&currente (4) se fait suivant la methode classique: si 
u’, u'' sont les deux racines (r&elles ou imaginaires) de l’&quation 


(6) w—(£—4)u+4=0 


on trouve, en tenant compte de la condition initiale (3), qui donne a, = (E — 4) %,, 
que l’on a 


u'k+ı du u’’k+1 





(7) = Op ((<Sk<n) 


u’ > u’ 
et la derniere &quation (5) donne alors, pour döterminer £, la condition 


ur Bil u’ 





(8) [3 -6— 


In+l __ y’'n+L 


On peut toujours se borner au cas oü © >(, en raison de la relation F(f) = £ vörifiee 
pour tout extremum de F. Supposons que l’on ait £ > 8; alors les deux racines u’, uw‘ 
de (6) seraient reelles et positives; si on pose u’ = 2v', u’ = 2v’', on aurait par exemple 
0<v <i<v' avec vv’ =1, et (8) donne 


1 — v’®r 
(9) GmBr I Ts 
Or, la relation 0 < v’ <4 entraine 1— var <41— vat2, et (9) impliquerait par suite 
€ <6, ce qui est absurde. 


6. Il reste & examiner les cas oü l’extremum de F(f) serait atteint pour un f tel 
que les f(x) correspondant aux x € R, ne seraient pas tous &gaux; nous allons voir que 
cela ne pourrait se produire que pour des valeurs de £ qui sont toutes <8. 
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Considerons d’abord un elöment x € A„; soit x’ l’unique el&ment de A, adjacent & 
z, y l’unique el&ment de A,„_, adjacent & x, qui est aussi l’unique &l&ment de R,_, adjacent 
a x’ (lemme du n° 3); les conditions (2) appliquees ä x et x’, donnent 


(23) (2) = fa’) + My) 
(3) f(x’) = fa) + My) 


d’ou (£—4) (f(x) — f(x’)) = 0, et par suite, on ne peut avoir f(x) + f(x’) uesil =4. 
fy) 
I—4 
valeur aux quatre el&ments de A, qui sont adjacents ä& y. 


r B w'k+l _ y’'k+ı 
Avec les notations du n? 5, on peut &crire z’ 


Siö+4, ona done f(x) = f(x’) = ; on en conclut que f prend alors la möme 


— u" — P,(2), ou P, est un 


polynöme de degr& k en £, avec P,(£) =1, P,(£) = C— 4. Les racines röelles des poly- 
nömes P, sont toutes comprises entre 0 et 8, car pour une telle racine £, on a nöcessaire- 
ment u’ = wu”, oü w est une racine (k + 1)-&me de l’unit& difförente de 1; io = —4A, 
ilvient © =4,etsio #—1, u’ et u’ sont n&cessairement imaginaires, done 0 <{<8, 





Cela &tant, nous allons montrer que si £ n’est pas une racine d’un des poly- 
nömes P,;, et si y est un element de A,, x un el&ment de R,,, adjacent ä y, on a neces- 
sairement 
Pu-r(£ 
(10) in = Ze) 


Pa-+-ı(8) 


Si on applique ce resultat successivement &k = (0, 1,...,r, on en döduira que tous 
les f(x) pour x € R, sont egaux, ce qui ach&vera la d&monstration. 

Pour d&montrer (10), il suffit de raisonner par r&currence sur n— k, la relation 
ayant &t& &tablic plus haut pour n—k= 1. Soit x’ l’unique &l&ment de AR, ,,adjacent 
az, qui est aussi adjacent A Y. Compte tenu de l’hypothese de r&currence, les conditions 
(2) appliquses ä x et x’ donnent 


(2). 


A f Pa-+-2(£) 
3) Ma) =Ma)+tiW)+ a er a 


Pu-+-2(2) 
Pa-r-1 (2) 


d’oü en retranchant et tenant compte de la relation de r&ecurrence 


3) = It) +4 f(@') 


P„-(d) = (—4) P„-+-1(d) —4P,-+-2(d), 
il vient 
P„-1(£) 


2 a) 
Par) _ 


Pa-+-ı(d) a. 
‚ r i i Nz(u*% f) 
7. On pourrait voir sans peine que la’ borne sup6rieure cherchee de NM 
2 


d’ou f(x) = f(x’) en vertu de !’hypothöse, et f(y) = 


est bien exactement &gale & V8. En effet, pour OS? SB, on peut 6crire u’ = 2e”, 
u" =2e®?, E=4(l + cos d) et l’ö&quation (8) s’derit done 


sinnd 
sin (n + 1) 9 





1+4089=3 


Journal für Mathematik. Bd. 204. Heft 1/4 
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qui, apr&s quelques transformations, s’&crit aussi 
d 


tg(n+1)9 = —3tg 7 


ou, en posant (n+1)d=n—g, 


equation analytique en 9 qui, ainsi qu’on le verifie aisement, admet, pour n tendant 
vers + oo, une solution tendent vers 0 et d&veloppable en serie de puissances 


a In Ya 
PT gn+D' mr 





+ +» 


ce qui donne pour Z une valeur tendent vers 8 lorsque n tend vere + oo. 
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Nullstellenschranken für Polynome. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 
Von Wilhelm Specht in Erlangen. 





Unterliegen die Koeffizienten eines komplexen Polynoms 
fa) ="+a2"'"+ +0, ,2+a, 
vom Grade n der Beschränkung 


la,|<s Bar fürisv Sn 


mit positiven Konstanten &, ß, so gehören bekanntlich!) sämtliche Nullstellen des Po- 
lynoms f(z) dem Kreisbereich 


(4) 2] «A,(ß) <a(1+ß) 


der komplexen Zahlenebene an, wenn noch A, = R,(ß) die (einzige) positive Wurzel 
der Gleichung 
R=PR"+R°+ +R, +9 
bezeichnet. Diese Nullstellenschranke ist insofern genau, als das Polynom 
fo(2) = 2° — Blazr-I + atzr2 4 + Han-iz tan) 

mit den Koeffizienten 

a9 = — Pa’ für1<v<n 
die Nullstelle 

&, = &Ru(B) 


besitzt. Merkwürdigerweise scheint bisher, soweit mir die Literatur zu diesem Gegenstand 
bekannt ist, nachstehende Verschärfung dieser Aussage unbeachtet geblieben zu sein: 


Satz 1. Bildet man aus den Koeffizienten eines komplexen Polynoms 
I) = 2* + ar + +12 4 


vom Grade n mittels einer beliebig gewählten positiven Konstanten ß die Größe 
I 


so gehören sämtliche Nullstellen des Polynoms f(z) dem Kreisbereich 


aı ß n—i1 
2 -—|salR —_—— 1 — 
2) + ®|Sa(R) —E) <alı + 9) 
!) Man vgl. W. Specht, Algebraische Gleichungen mit reellen oder komplexen Koeffizienten, Enzyklopädie 
math. Wiss. I 1., 2. Aufl., Heft 3, II, insbesondere Abschnitt 9. 
b* 
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der komplexen Zahlenebene an, wenn R, = R,„(ß) die (einzige) positive Wurzel der Gleichun; 
| Rn = BRETT + RS + + Ru +1) 
bezeichnet. 


Bemerkung. Die Schranke (2) dieses Satzes ist in der Tat eine Verbesserung der 
Schranke (1), weil aus der Ungleichung 


e+&|<a(rın—$) 
wegen |a, | < aß die Folgerung 


aı a 


jelsle+%]+1%]<o(mım—&) + \%| Sonn 


n 
gezogen werden kann; sie ist genau, weil die Nullstelle {, = «A„(ß) des Polynoms 
fo(2) = Zn — P(az*-! 4. a? zn—2 + ... E= an-lz E= a") 
mit den Koeffizienten a” = — ßx” der Gleichung 
Hun_P- FR. 
+ a=n—H - a[r—) 


genügt. 
Beweis. Durch die Substitution 


a, 
z = aw — — 
u” 


geht das Polynom 
2) = 2" + a2" ++ 9-24, 
dessen Koeffizienten nach Voraussetzung der Beschränkung 
(3) la, | < Bar für 1<v<Sn 


genügen, bekanntlich in ein reduziertes Polynom 


(4) g(w) - ta — %) = wr +b,wr? + ++ + bu-1W + bu 


über, dessen Koeffizienten leicht bestimmt werden können: 


(5) De’ = _,)(- 2)" für 2<e<n, 


osrse Me —r n 


wobei a, = 1 zu setzen ist. Da die Nullstellen {, des Polynoms f(z) mit’den Nullstellen 
wo, des Polynoms g(w) in der Beziehung 


an — für i1<v<sn 
stehen, führt jede Nullstellenschranke 
\o|ss() 
des Polynoms g(z) auf eine Beschränkung 


+ r- < aS(g) 


der Nullstellen des Polynoms f(z). 
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Nach einer einfachen Umformung der Darstellung (5) 
= Kl a 2 en Marl =: u u 
OLE” 
erhalten wir wegen 
ne - (") 4—eo)<0 für2<se<sn 


aus den Beschränkungen (3) die Abschätzung 
Eee lie. ee. 
b,| Ss— _ 5 Su 
LE 6) +1) In at e—»/\n 


0 men” 


PIETET Dam; 


Für jede Nullstelle » des Polynoms g(w) besteht nun nach (4) und (6) die Un- 
gleichung 


los 2 |&| lol“ 
2Sesn 


a. Fe der 


ern a, een Ter 


nr in (2) (7) «= Ze | 


Eine elementare Umformung liefert 
d+9(lel+-) sß 2 (\e1+) r 
n 0<s»vX£n n 


also die Ungleichung 


(er) ar, 2 ler)” 


1s»r<£n 
Hieraus folgt die Bestätigung 
w | n 
Io|+£ < RB) 


des Satzes 1. 


Nach einem bekannten Ergebnis von St. Lipka?) gehören sämtliche Nullstellen 
eines komplexen Polynoms 


d)=-r+a@itr +24 mit a, + 0 


2) Vgl. St. Lipka, Über die Lage der Wurzeln von algebraischen Gleichungen, Monatshefte Math. Phys. 50 
(1941), 125—127; M. Marden, A refinement of Pellet’s theorem, Bull. Amer. Math. Soc. 54 (1948), 550—557. 
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vom Grade n > 2 auch dem zahnradförmigen Bereich 


(7) |z| = Su(f) für 9-1, Sagz Ss ds, 1s»=<shn), 
 AS-ılf) für 9, 9 <argz< dyr s»<hn) 
der komplexen Zahlenebene an, der durch die positiven Wurzeln 5, = S,(f) und 
Sn-ı = Sa-ı(f) der beiden Gleichungen 


= zZ ||" und S- (a, =1) 
lsrsn 


sowie durch die Argumente 


u für ISk<ınHti 


1 
07 - (ag. + 


bestimmt wird. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gehören daher sämtliche Null- 
stellen des Polynoms f(z) auch dem zahnradförmigen Bereich 
lz2|< re für 9,,-, Sargz<sd, 
= &R„-ı(P) für D., < arg z ® Ost 


der Zahlenebene an, wenn noch R„ = R,(ß) und A„-, = R„-ı(ß) die positiven Wurzeln 
der Gleichungen 


Bu ZU’ wi Kies 2 Bi” 


lssrsn lsrsn-i 
bezeichnen. Zu dieser Aussage liefert die Methode, die dem Beweise des Satzes 1 zu- 
grundeliegt, nachstehende Variante: 
Satz 2. Bildet man aus den Koeffizienten eines komplexen Polynoms 
fa) = +24 +02 4 0 


vom Grade n > 2 mittels einer beliebig gewählten positiven Konstanten ß die Größe 


4, 
ai 2 8 MB 


so gehören sämtliche Nullstellen des Polynoms f(z) dem zahnradförmigen Bereich 


«(Ra —) für 6,-, <arg|z + =) <e. Us»<m), 


F x (Rad) für 9, <arg|z + a) < du Sr Sn) 


der komplexen Zahlenebene an, der durch die positiven Wurzeln R„ = R,„(ß) und 
Ru-ı = Ru-ı(P) der Gleichungen 


RP ZERt wini=h 2 Rd, 


1727 1SrSa-1 
sowie durch die Argumente 
j 1 a, 2 —1i P 
= — a. ri < . 
v, (ar s( A) + 2 ) fräsks2n +1 
bestimmt wird®). 


®) Die Möglichkeit, daß £ = — a Nullstelle des Polynoms f(z) ist, werde dabei aus der Betrachtung aus- 
geschlossen. 
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Beweis. Nach dem zuvor erwähnten Satze von St. Lipka gehören (unter den gleichen 
Bezeichnungen wie zuvor) die Nullstellen des reduzierten Polynoms 


et) = tl) ut + tn 


dem zahnradförmigen Bereich 


Sn(g) für 9, sargusd, 1s»<Sn), 


s 
(9) IvIs Sn-ı(g) für 9, <argw< dyrı As»v=<n) 


der Zahlenebene an, der durch die positiven Wurzeln 5, = S,(g) und S,-, = S,-ı(g) 
der Gleichungen 


= zZ || Im = zZ als 


2Ssesn 2Ssesn-i 


und durch die Argumente 
für 1sks2n+i 


bestimmt wird. Wegen 


erhalten wir 


2k—1 
9-4 (agb + ie a) 


Da die Nullstellen £, des Polynoms f(z) mit den Nullstellen &, des Polynoms g(w) in der 
Beziehung 


+ =0m, mit arg (&, + #)= arg o, (isv=<hn) 


stehen, gehören die Nullstellen des Polynoms f(z) dem zahnradförmigen Bereich 
Se) Mr Super t)st, MSrSn), 
aSu_.(g) für 9, <arg (z > a) <dun (MSv<n) 
der Zahlenebene an. Mithin bleiben allein die Ungleichungen 


SAAL md SSL 


nachzuweisen. 
Aus den Abschätzungen (6) erhält man 
Ss” = = | b, | m 


3; 2Sesn 
2. 


-3—(4+9 2 (A) +5 


0sesn n at 
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und nun, wie zuvor beim Beweise des Satzes 1, 


(+4) =# z (5. + u 


n 1<»<n n 


s+f< RB. 


n 


Ferner erhalten wir aus den Abschätzungen (6) 


BE Ei+s 2 LE 


2<sesn-i 0srse\ 0 9 \n 


sanrurale) 2)” 


n 0srsn n 


-u+n 2 (A) SH _2 


0sesn 0s»rsesn 


und folglich 
(+) 


Eur BL NE Ba 


Aus der Ungleichung 


(&-, + nu s P 2. 
folgt 
S4+& SR) 


und die Bestätigung des Satzes 2. 





Eingegangen 6. Juli 1959. 





Normierte Funktionenalgebren. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 
Von Reinhold Baer in Frankfurt am Main. 





Eine Klasse mathematischer Strukturen mag durch ‚äußere‘ Darstellungen defi- 
niert oder durch ‚‚innere‘‘ Eigenschaften charakterisiert sein; die Aufgabe ist stets, diese 
beiden Arten der Gegebenheit zur Deckung zu bringen. Wir wollen dies hier für die 
folgende Klasse normierter Funktionenalgebren durchführen: Es sei K ein bewerteter 
[nicht notwendig kommutativer] Körper und T ein lokal kompakter, null-dimensionaler 
topologischer Raum, der durch Hinzufügen eines „unendlich fernen‘‘ Punktes in natür- 
licher Weise kompaktifiziert werden kann; die in naheliegender Weise normierte K-Algebra 
F(K, X) der auf T eindeutigen, stetigen, im Unendlichen verschwindenden, K-wertigen 
Funktionen ist der Gegenstand unserer Untersuchung. 


Die Klasse der normierten Ä-Algebren, die in einem solchen F(K,T) enthalten 
sind, die alle idempotenten Elemente aus F(K,X) enthalten, und noch der weiteren 
Bedingung (B*) des $6 genügen, wird durch die folgenden drei Eigenschaften cha- 
rakterisiert:: 


(1) die Norm der n-ten Potenz ist die n-te Potenz der Norm; 


(2) jedes maximale Ideal, das nicht alle idempotenten Elemente enthält, ist Kern 
eines beschränkten Epimorphismus auf K; 


(3) die von den idempotenten Elementen aufgespannte Teilalgebra ist überall dicht. 


Will man genau die Klasse der Algebren der Form F(K,T) charakterisieren, so 
muß man zu den Eigenschaften (1) bis (3) noch eine bzgl. K eingeschränkte Vollständig- 
keitsforderung hinzufügen, für deren Formulierung auf $3 und $ 8 verwiesen sei — wir 
können ja von der Algebra F(K, X) nicht mehr Vollständigkeit erwarten, als wir von 
dem bewerteten Körper K voraussetzen; und die Vollständigkeit von K fordern wir nicht. 
Dagegen gilt in F(K,T) die Eigenschaft (2) sogar in verschärfter Form; denn kein 
maximales Ideal aus F(K, T) enthält alle idempotenten Elemente aus F(K, T). 


Entsprechend diesen Eigenschaften erweisen sich für die Theorie dieser Algebren 
zwei abgeleitete Strukturen als besonders wichtig: der im wesentlichen mit T über- 
einstimmende Strukturraum der maximalen Ideale und die von den idempotenten 
Elementen aufgespannte [dichte] Teilalgebra der ‚„Treppenfunktionen“. 

Bemerkenswert scheint uns zu sein, daß wir zwar an den topologischen Raum 3 
recht scharfe Anforderungen stellen, dafür von dem bewerteten Körper K nichts ver- 
langen; dieser braucht weder kommutativ, noch nicht-archimedisch, weder lokal kompakt, 
noch null-dimensional und vor allem auch nicht vollständig zu sein. 
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1. Topologische Vorbemerkungen. 


Unter einem topologischen Raum sei hier ein 7,-Raum verstanden, in dem also 
die Punkte abgeschlossene Mengen bilden. Ist & eine Teilmenge des topologischen 
Raumes 7, so heiße Umgebung von © eine jede © enthaltende offene Menge aus T. 
Mengen, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, mögen der Kürze halber randlos 
genannt werden. Die Teilmenge 8 von T ist kompakt, wenn jede Überdeckung von & 
durch offene Mengen aus T eine endliche Überdeckung enthält; und der Raum T heißt 
lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine Umgebung besitzt, deren abgeschlossene Hülle 
kompakt ist. 

Die uns wesentlich interessierende Klasse von Räumen wird durch den folgenden 
wohl bekannten Satz charakterisiert, der mit seinem Beweis der Bequemlichkeit des 
Lesers wegen hier eingefügt sei. 


(1.1) Die folgenden Eigenschaften des Raumes % sind miteinander äquivalent: 


(a) /st U eine Umgebung des Punktes p von T, so enthält U eine Pen und rand- 
lose Umgebung von p. 

(b) T ist lokal kompakt; und zu irgendzwei verschiedenen Punkten p#+gausT gibi 
es eine randlose Umgebung von p, die q nicht enthält. 

(c) Ist U eine Umgebung der kompakten Menge U, so enthält U eine randlose und 
kompakte Umgebung von U. 

Beweis: Es ist klar, daß (b) aus (a) folgt, da es ja zu jedem Punktepaar p +q 
eine q nicht enthaltende Umgebung von p gibt. — Gilt (b), so betrachten wir eine Um- 
gebung U eines Punktes p. Aus der lokalen Kompaktheit von T folgt zunächst die 


Existenz einer Umgebung ® von p, deren abgeschlossene Hülle ® kompakt ist. Dann 
ist @ = Un ® eine Umgebung von p, die in der kompakten, abgeschlossenen Menge 
A = ® enthalten ist. Ist a ein nicht in ® enthaltener Punkt aus U, so gibt es wegen 
(b) eine p nicht enthaltende randlose Umgebung U(a) von a. Aus der Kompaktheit von A 
folgt die von Y\— ®%; und hieraus folgern wir die anna endlich vieler Punkte 


FREE R nr aus A—W derart, dß A— ® su U(a,) gilt. Der Durchschnitt 
= n ee U(a,)] ist randlos, da jedes der U(a) und ah auch jedes der Komplemente 


T— Ua) randlos ist. Da p in keinem U(a) liegt, so ist D eine Umgebung von p; und da 
A — W von den U(a,) überdeckt wird, so ist DST— (A— B)=- (T— W+B. Wir 
setzen E=Dr®. Dann ist € eine in U enthaltene Umgebung von p. Weiter gilt: 


ESPABSDBAB=-DBNASIAB-=E, 


woraus wir € = € erschließen. Also ist € eine randlose Umgebung von p, die in der kom- 
pakten Menge 4 enthalten ist. Damit ist auch die Kompaktheit von € dargetan; und da- 
mit haben wir gezeigt, daß (a) aus (b) folgt. 

Es ist klar, daß (a) aus (c) folgt. Wir nehmen also umgekehrt die Gültigkeit von (a) 
an und betrachten eine Umgebung U einer kompakten Menge %. Ist a ein Punkt aus 4, 
so ist U eine Umgebung von a; und es folgt aus (a) die Existenz einer randlosen, in U 
enthaltenen und kompakten Umgebung U(a) von a. Aus der Kompaktheit von W folgt 
dann die Existenz endlich vieler U(a), die bereits X überdecken. Ihre Vereinigung © ist 
dann eine randlose, in U enthaltene und kompakte Umgebung von W. Also ist (c) eine 
Folge von (a). 
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Räume mit den äquivalenten Eigenschaften (a) bis (c) von (1. 1) wollen wir wie 
üblich lokal kompakte, null-dimensionale Räume nennen. Diese sind natürlich auch 
Hausdorffsch, und ihre kompakten Teilmengen sind abgeschlossen. Jeder derartige Raum 
läßt sich durch Hinzufügen eines „unendlich fernen“ Punktes kompaktifizieren, wenn 
wir als Umgebungsbasis dieses unendlich fernen Punktes etwa die Komplemente rand- 
loser kompakter Mengen wählen. Der Raum 7% ist dann und nur dann kompakt, wenn 
der unendlich ferne Punkt isoliert ist; und diese Möglichkeit wollen wir durchaus nicht 
ausschließen. 


2. Vorbemerkungen über bewertete Körper. 


Unter einem bewerteten Körper werde ein [nicht notwendig kommutativer] Körper 
K und ein [reellwertiger] Absolutbetrag |k | der Zahlen k aus K mit folgenden Eigen- 
schaften verstanden: 

1. |k|=0 dann und nur dann, wenn k= (0; und O<|k| für k +0. 

2. |Ja+5|<|a|+]|b| und |ab|= |a | |b | für a, b aus K. 

Natürlich gilt dann stets 1 = |1 |, |—k|=|k| und |k-!|=|k |"! für k+0. 
Weiter verifiziert man mühelos die Gültigkeit der nützlichen Ungleichung 

3. ||a|— ||| s |a—b| für a, b aus K. 
Wir werden keinen Anlaß haben, die Vollständigkeit des bewerteten Körpers K zu fordern. 
Ebensowenig werden wir topologische Forderungen wie lokale Kompaktheit stellen. 
Allerdings wird uns an einer Stelle die Null-Dimensionalität wenigstens erwähnenswert 
sein. Da die nicht-archimedisch bewerteten Körper sicherlich null-dimensional sind, so 
sei noch gezeigt, daß die übliche Charakterisierung der Nichtarchimedizität auch in 
unserem ein wenig allgemeineren Fall gilt. Wir werden also zeigen: 

In K güt dann und nur dann |n| <1 für alle ganzen Zahlen n, wenn 


|a+b|<max(|« |, |b |) für jedes a und b aus K gilt. 


Es genügt offenbar, die Notwendigkeit dieser Bedingung zu erweisen. Um dies zu 
tun, betrachten wir zunächst eine 1 < |k | erfüllende Zahl k aus K. Dann gilt für jedes 
positive ganzzahlige n: 


1+kP=|u+m|<z ()eiszierse+nien 
i=0 i=0 


und hieraus folgt die Gültigkeit von 


i+k|s(n+ 1)" |& | für jedes positive ganzzahlige n. 
Aus lim (n + 1)" = 1 folgt also |1 +k| < | |, wenn nur 1 < |k | gilt. Sind schließ- 


n>o 


lich a und b zwei beliebige Elemente aus X, so können wir 0.B.d.A.0O<Jja|<|b| 
annehmen. Dann wird 1 < |ba-! |; und es folgt aus dem schon Gezeigten, daß 


la+d|=|1+5a| ja|=|ba'| ja|=|d| 


ist, womit unsere Behauptung voll bewiesen ist. 


3. Die Algebra der im Unendlichen verschwindenden stetigen Funktionen. 


Wir betrachten einen lokal kompakten, null-dimensionalen topologischen Raum 7%, 
einen bewerteten Körper K und die Gesamtheit F = F(K, T) der K-wertigen eindeutigen 
Funktionen f über T mit folgenden Eigenschaften: 

6* 
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(1) Ist p ein Punkt aus T, so ist f(p) eine eindeutig bestimmte Zahl aus X; 
(2) f ist stetig; 


(3) zu jeder positiven reellen Zahl e gibt es eine randlose kompakte Menge 
M — Mif, e) derart, daß |f(p) | < e für alle nicht in M liegenden Punkte p gilt. 


Da jede Umgebung eine randlose kompakte Umgebung enthält, so kann man (2) 
auch in der folgenden schärferen Form aussprechen: 


(2*) zu jeder positiven reellen Zahl e und zu jedem Punkt p gibt es eine randlose 
kompakte Umgebung U = U(f, e) von p derart, daß 


ip) — faq) |< e für alle Punkte q aus U 
gilt. 
Sind f und g Funktionen aus F, so sind auch f + g, f— g und /g Funktionen aus F. 
Ist {in Fund kin K, so ist auch kf in F — daß auch fk in F liegt, wollen wir unberück- 
sichtigt lassen. Kurz: F ist eine K-Algebra. — Wir bemerken, daß F dann und nur dann 
die 4 [oder gleichwertig: die von 0 verschiedenen Konstanten] enthält, wenn 7 kompakt 
ist, wie man sofort aus (3) [mit e = $] erschließt. 


Eine bequeme Möglichkeit, Funktionen aus F zu konstruieren, ist,in der folgenden 
trivialen Bemerkung enthalten. Es sei N eine randlose kompakte Menge und f eine 
K-wertige Funktion über T, die auf N stetig und außerhalb N stets gleich O0 ist. Dann 
gehört f zu F. 

Ist p + q ein Paar verschiedener Punkte aus T, so gibt es eine q nicht enthaltende, 
randlose und kompakte Umgebung U von p. Die Funktion e, die überall auf U gleich 1 
und sonst gleich 0 ist, gehört zu F. Also gibt es zu jedem Punktepaar aus T eine Funktion 
aus F, die auf diesen Punkten verschiedene Werte annimmt. 

Bemerkung: Fordern wir, daß der bewertete Körper K ein nulldimensionaler topo- 
logischer Raum ist, und daß es zu jedem Punktepaar aus T eine Funktion aus F gibt, 
die auf diesen Punkten verschiedene Werte annimmt, so wird die Nulldimensionalität 
von T eine aus den übrigen Forderungen ableitbare Eigenschaft, wie man mühelos aus 
der Stetigkeit der Funktionen in F erschließt. 


Kompaktifiziertt man T durch Hinzufügen des unendlich-fernen Punktes, so kann 
man die Funktionen aus F stetig auf ihn fortsetzen, indem man sie auf dem unendlich- 
fernen Punkt verschwinden läßt. 

Daß die Funktionen aus F sämtlich auf T beschränkt sind, sieht man so ein: Ist f 
eine Funktion aus F, so gibt es eine randlose kompakte Menge M derart, daß |f(p) | <1 
für p nicht in M gilt. Die auf der kompakten Menge M stetige Funktion f ist natürlich 
auch auf M beschränkt; und damit ist die Beschränktheit von f auf T dargetan. 

Ist f eine Funktion aus F, so werde unter der Norm || f || von f die kleinste obere 
Schranke der absoluten Funktionswerte |f(p) | verstanden. Man überzeugt sich sofort 
von der Gültigkeit der folgenden Regeln: 


(4) ||/ || = 0 dann und nur dann, wenn f= 0; und 0 < || f || für f # 0. 
5 lle+öllsllell+ llöllund Ile |< llell ||ö]| für a b in A 
(6) Ist fin F und k in K, so ist ||Af || = | | ||/ ||. 

(7) Ist f in F und n eine positive ganze Zahl, so ist || /* || = || / ||*- 

(8) [Ile] — Id ||| = ||a— || für a, d in F. 
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Da K nicht vollständig zu sein braucht, so kann man auch nicht erwarten, daß F 
eine vollständige normierte Algebra ist. Es gilt nur die folgende Eigenschaft, die wir etwa 
als Vollständigkeit bezüglich K bezeichnen können: 

Die Funktionenfolge f}, - - -, fi, fir, - .. aus F konvergiert dann und nur dann [im 
Sinne der Norm] gegen eine Funktion aus F, wenn 

(a) die f; eine Cauchysche Folge bilden und 

(b) lim f;(p) für jeden Punkt p existiert. 

[Die Unentbehrlichkeit von (b) ergibt sich daraus, daß aus (a) nur folgt, daß die 
fi(p) für jeden Punkt p eine Cauchysche Folge aus X bilden.] In dieser Hinsicht gilt sogar: 


Dann und nur dann ist F vollständig, wenn Ä vollständig ist. 


4. Die Treppenfunktionen aus F. 


Nimmt eine Funktion aus F auf T nur endlich viel verschiedene Werte an, so 
wollen wir sie als Treppenfunktion bezeichnen. Es ist klar, daß die 0 eine Treppenfunktion 
ist, und daß die Gesamtheit 7 = T(K,T) der Treppenfunktionen aus F eine Teilalgebra 
von F ist. Die Wichtigkeit der Treppenfunktionen für unsere Überlegungen beruht vor- 
wiegend auf dem folgenden 


Satz 4.1: T ist dicht in F. 
Beweis: Es sei f eine Funktion aus F und e eine positive Zahl. Dann gibt es eine 
randlose kompakte Menge $& in T derart, daß 
/p)|<efürpin T— KR 


ist. Ist q ein Punkt aus fl, so gibt es eine randlose kompakte Umgebung U von q mit 
If(x) — faq) | < e für alle rin U. Da aber der Durchschnitt zweier randloser kompakter 
Umgebungen von q wieder eine solche ist, so haben wir in ®(q) = &rU eine randlose 
kompakte, in $ enthaltene Umgebung von q mit der Eigenschaft 


If) — fa) | <e für z in Bla) 
gefunden. Aus der Kompaktheit von $ folgt die Existenz endlich vieler Punkte q,, . . -, Qn 
in $ derart, daß & =U B(q;) ist. Wir setzen nun 


i=1 


s=T 
8, = Vqg,), Ki = Vlq)) Bo baren 


Dann ist jedes 8; eine randlose kompakte Menge und jeder Punkt aus 8 gehört zu einer 
und nur einer dieser Mengen $&;. Folglich wird eine Treppenfunktion t aus F durch die 
folgenden Bedingungen definiert: 


tr) =0 fürrin T—$; 

t(£) = f(q,) für £ in 8. 
Weiter gilt nach Konstruktion |t(p) — f(p) | < & für jeden Punkt p aus T; und hieraus 
folgt || — f || S e, womit unser Satz bewiesen ist. 


Ist feine Funktion aus F und k eine Zahl aus X, so ist die Menge f-'(k) aller f(x) = k 
erfüllenden Punkte x aus T eine [möglicherweise leere] abgeschlossene Menge, wie sich 
aus der Stetigkeit von f ergibt. Dies ist die wohlbekannte durch f bewirkte kanonische 
Zerlegung von T in paarweise punktfremde abgeschlossene Mengen. Ist insbesondere f 
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eine Treppenfunktion, so sind nur endlich viele dieser Mengen nicht leer. Jede dieser 
* Mengen ist dann also offen als das Komplement einer Summe endlich vieler abgeschlossener 
Mengen. Für Treppenfunktionen sind also diese Mengen f-!(k) sämtlich randlos. Darüber 
hinaus gilt das 


Lemma 4.2: /st t eine Treppenfunktion aus F und k #0 eine Zahl aus K, so ist 
i-1(k) kompakt und randlos. 

Beweis: Als Treppenfunktion nimmt £ nur endlich viele von O0 verschiedene Werte 
aus K an. Der Minimalwert ihrer Absolutbeträge werde mit m bezeichnet. Dann ist 
0 <m und aus |t(p) | < m folgt t(p) = 0. Unter R verstehen wir die Gesamtheit der 
Punkte r mit £(r) #0. Da t nur endlich viele verschiedene Werte annimmt, und da jedes 
i-!(k) randlos ist, so ist auch R randlos. Da t zu F gehört, so gibt es eine randlose kom- 
pakte Menge M derart, daß 


|t(p) | < m für p in T—M 


gilt. Nach Wahl von m folgt daraus sogar t(T — M) = 0 und hieraus ergibt sich R <M. 
Ist k + 0 eine Zahl aus K, so ist also t-!(k) <R <M. Randlose Teilmengen kompakter 
Mengen sind aber kompakt, womit Kompaktheit und Randlosigkeit von t-!(k) bewiesen ist. 

Ist e = e? eine idempotente Funktion aus F, so kann e nur die beiden Werte 0 und 1 
annehmen, ist also eine Treppenfunktion. Es folgt dann aus Lemma 4. 2, daß die Gesamt- 
heit der Punkte p mit e(p) = 1 eine randlose kompakte Menge ist. 


Zusatz 4.3: Sind k,,...,k„ die sämtlichen von 0 verschiedenen Werte der Treppen- 
funktion t aus F, so gibt es eindeutig bestimmte, paarweise orthogonale, idempotente Funktionen 
e, aus F mitti= Jkıe.. 

i=1 

Beweis: Aus Lemma 4.2 folgt, daß t-!(k,) füri=41,...,n randlos und kompakt 
ist. Die Funktion e;, die überall auf t-!(k,) gleich 1 und sonst O0 ist, gehört also zu F. Aus 
der Verschiedenheit der k; folgt, daß die e, paarweise orthogonale idempotente Funktionen 


sind; und aus der Konstruktion der e; folgt sofort t= Yk;e;. 
(ei 


Diese kanonische Darstellung der Treppenfunktionen wird sich oft als nützlich 
erweisen. 

Da idempotente Funktionen nur die Werte 0 und 1 annehmen können, so sind sie 
natürlich mit allen Funktionen aus F vertauschbar, liegen also im Zentrum von F. Da 
aber X nicht kommutativ zu sein braucht, kann eine entsprechende Bemerkung über die 
Treppenfunktionen selbstverständlich nicht gemacht werden. 


5. Das Treppenideal. 


Unter einem Ideal aus F werde eine nichtleere Teilmenge Z von F verstanden, die 


den Bedingungen 
L=L+L=KLund FL+LFSL 


genügt. Dies ist also genauer ein zweiseitiges K-Ideal aus F. Dagegen verlangen wir nicht, 
daß L in der durch die Norm in F definierten Topologie abgeschlossen ist. 

Jede Teilmenge von F erzeugt ein Ideal aus F: das kleinste diese Teilmenge ent- 
haltende Ideal aus F. Insbesondere erzeugen die idempotenten Funktionen aus F ein 
Ideal J. Dieses wird natürlich auch von den Treppenfunktionen aus F erzeugt und möge 
deshalb das Treppenideal von F genannt werden. 
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Es liegt nahe, mit jeder Funktion f aus F zwei Teilmengen von T zu verbinden: 
die Menge f-"!(0) der Nullstellen von f und ihr Komplement N(f) = T — f-"(0). Da 
f"'(0) eine abgeschlossene Menge ist, so ist N(f) offen. 

Lemma 5.1: Die folgenden Eigenschaften der Funktion f aus F sind miteinander 
äquivalent: 

(a) f gehört zum Treppenideal J. 

(b) Nf) ist in einer randlosen kompakten Menge enthalten. 


(e) Nif) ist kompakt. 


Beweis: Ist f eine Funktion aus J, so gibt es idempotente Funktionen e; und 


Funktionen f; in F derart, daß f= yfie, gilt, da ja die idempotenten Funktionen 
i=1 


dem Zentrum von F angehören. Jede der Mengen e;'(4) ist nach Lemma 4. 2 randlos 
und kompakt; und folglich ist auch die Vereinigung M dieser Mengen e;'(1) randlos 
und kompakt. Es ist aber klar, daß N(f) <M ist; und damit haben wir gezeigt, daß 
(b) aus (a) folgt. 

Ist eine Menge in einer kompakten Menge enthalten, so ist ihre abgeschlossene 
Hülle kompakt. Also folgt (c) aus (b). : 


Ist schließlich N(f) kompakt, so folgt aus (1.1), daß N(f) und also auch N(f) in 
einer randlosen kompakten Menge R enthalten ist. Die Funktion r, die überall auf R 
gleich 1 und sonst gleich O ist, ist eine idempotente Funktion aus F. Es ist klar, daß 
f = fr ist. Da aber r in J liegt, so gehört auch f zu J, so daß (a) aus (c) folgt. 


Lemma 5.2: Ist f eine Funktion aus F, so gibt es randlose kompakte Mengen 
R; [i=0,1,2,...] derart, daß 

(a) jeder Punkt aus N(f) einer und nur einer Menge R, angehört und 

(b) (d + 3)-ı <|f(p) | <i-! für alle p aus R, gült. 

Beweis: Sind a,b,c,d den Ungleichungen 0 <a<b<c<d genügende reelle 
Zahlen, von denen d auch unendlich sein kann, so ist die Menge X der a <|f(p) | <d 
erfüllenden Punkte p offen, während die Menge ® der b<|f(p)|<c erfüllenden 
Punkte p abgeschlossen ist. Es ist klar, daß ® <sW ist. Da f in F liegt [und also im 
Unendlichen verschwindet], so gibt es eine randlose kompakte Menge M derart, daß 
| /(p) |< 5 für alle Punkte p aus T—M gilt. Dann liegt aber p in M, wenn b < |f(p) | ist, 
so daß insbesondere die abgeschlossene Menge ® in der kompakten Menge M enthalten 
ist. Folglich ist ® selbst eine kompakte Menge und X ist eine Umgebung von ®. Wir 
folgern aus (1.1) die Existenz einer kompakten und randlosen, in X enthaltenen Um- 
gebung 8 von 8. 

Wenden wir dieses Resultat auf a=(i +3)-!, b=(i+2)-!, c=(i+41)-! und 

= i=!an, wobei i eine nicht negative ganze Zahl ist, und wobei für i= 0 als c nicht 1, 
sondern irgendeine obere Schranke s der absoluten Beträge von f gewählt werden muß, 
so erhalten wir eine randlose und kompakte Menge 8, mit den folgenden beiden Eigen- 
schaften: 


(e’) ist p in 8, so ist (+3) <|f(p) | <i-; 
ist d+ 2) <|flp) |S(i +1)", 0 <i, so liegt p in 8; 
(e’) ist 3 < |f(p) |< s, so liegt p in 8,. 
Man überzeugt sich sofort, daß N(f) die Vereinigung dieser Mengen 8, ist. 
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i—1 


Setzen wir jetzt R, = 8, und R; = 8; — U Rn so ist jede dieser Mengen R; randlos 


und kompakt und genügt den Bedingungen (au und (b) unseres Lemma. 

Wie üblich werde unter einem maximalen Ideal aus F ein Ideal M verstanden, das 
von F verschieden ist, während es kein von M und F verschiedenes Ideal zwischen M 
und F gibt. 

Satz 5.3: Das Treppenideal J ist in keinem maximalen Ideal von F enthalten. 

Beweis: Wir nehmen an, daß unser Satz falsch ist. Dann gibt es ein J enthaltendes 
maximales Ideal W in F. Insbesondere gibt es eine nicht in W enthaltene Funktion f 
aus F. Aus Lemma 5.2 folgern wir die Existenz randloser kompakter Mengen R, für 
i=0,1,2,... derart, daß 

(a) jeder Punkt aus N(f) einem und nur einem R, angehört und 

(b) E+ 3) <|fP) |<iT für p aus R, gilt. 

Wären 0 und 1 die einzigen Absolutbeträge der Funktionswerte von f, so wäre 
N(f) = R, randlos und kompakt. Dann würde aber aus Lemma 5.1 die Zugehörigkeit 
von {zu J <W folgen; und dies ist unmöglich. Hieraus folgt insbesondere die Existenz 
einer Zahl ein K mit |e | +0, 1. Da dann e + 0 und von den Zahlen e und e-! wenigstens 
eine den Betrag kleiner als 1 hat, so können wir o. B. d. A. annehmen, daß0 < |e | < 1 ist. 

Als nächstes wollen wir folgenden Hilfssatz beweisen: 

(H) /st g eine Funktion aus W ehe daß 


(H.a) f1(0) < g-!(0) < f-!(0) + u R für geeignetes k 
gilt, so gibt es keine positiven reellen Zahlen” M,;;, die den Bedingungen 
(H.b) lim Mı,; = O und \/(p) |< M;|g(p) | für p in R undk<i 


j>» 


genügen. 

Wäre dies nicht wahr, so gäbe es eine Funktion g in W und Zahlen k, M,,;, die 
den Bedingungen (H. a) und (H. b) genügen. Da g auf den Mengen R; , ; von O0 verschieden 
ist, so wird durch 


k 
0 fürpin TO) HUR, 
i=0 
f(p) ge(p)-' für p in R, mit k<i 


h(p) = 


eine eindeutige K-wertige Funktion über 7 definiert. 

Ist p ein Punkt aus N(h), so liegt p in einem und nur einem R; mit k <i. Da%, 
randlos und kompakt ist, und da f und g auf R, stetige, nirgends verschwindende Funk- 
tionen sind, so ist A auf R, und insbesondere in p stetig. 

Ist e eine positive Zahl, so folgt aus lim M,,; = 0 die Existenz einer ganzen Zahl 


j>» 


N mit M,,; <efür N <j. Ist p ein Punkt aus R,,,; mit N < j, so wird 
kp) | = If) | lee I" < Mu, <e; 


und hieraus folgern wir 


|h(p) |< e für p in f- KO FÜR + UK 


i=0 


N 
da ja h auf den ersten k + 2 Summanden verschwindet. Nun ist E= U R;,; als Ver- 


=] 


einigung endlich vieler randloser und kompakter Mengen selbst randlos und kompakt. 
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Also ist T — € eine randlose Menge, die h-!(0) enthält und auf der |h | < e ist. Es folgt, 
daß h auch auf h-!(0) stetig ist und im Unendlichen verschwindet, daß also k in F liegt. 


Mit g liegt auch hg in W. Da f-!(0) < g-!(0) < h-!(0) wegen (H.a) und der 
Konstruktion von A ist, so ist A-!(0) die Nullstellenmenge von Ag. Wir bilden weiter die 
Funktion t = f — hg. Diese gehört natürlich auch zu F; und es folgt aus der Konstruktion 
von h und t, daß 

j7*(0) + U R, < 17%(0) 
<i 


ist. Dann ist aber 


k 
Ri) SUR; 


i=0 


und da eine Vereinigung endlich vieler randloser unf kompakter Mengen selbst randlos 
und kompakt ist, so ergibt Anwendung von Lemma 5.1 die Zugehörigkeit von t zu 
J <W. Mit hg und t = f— hg gehört aber auch f zu W; und dies ist unmöglich. Damit 
haben wir (H) bewiesen. 

Wir erinnern an die früher nachgewiesene Existenz einer Zahl e in K mit 
0<je|<4. Dann ist die Folge $ [—log |e |]! logi mit i=1,2,.., eine gegen 
unendlich strebende Folge positiver Zahlen. Also gibt es ganze positive Zahlen n(i) für 
i=0,1,2,..., die der Ungleichung 


n(i) <—} [log |e |] logi füri=1,2... 
genügen und außerdem gegen Unendlich streben. Dann gilt aber auch 
e.19,..—# füri=1,2..., 


und hieraus folgt 
lim i' je |" = 0. 


i>» 
Mit Hilfe dieser Zahlen definieren wir eine weitere Hilfsfunktion s folgendermaßen: 


_.f0® für p in f-1(0) 
s(p) = [20 für pin #R, . 


Es ist klar, daß s eine eindeutige, K-wertige Funktion über T ist. Da s auf jedem R, 
konstant ist, so ist s auf jeder der randlosen kompakten Mengen ®%; stetig; und daraus 
folgt bereits die Stetigkeit von s auf der offenen Menge N(s) = N(f). 


Ist e eine positive Zahl, so gibt es wegen 0 < |e | < 1 sicher eine positive ganze 
Zahl n mit |e |" < e. Dadie Folge n(i) gegen Unendlich strebt, so gibt es eine ganze Zahl N 
mit n<n(i) für alle N <i erfüllenden i. Es folgt, daß 


Isp)|= je" <je<e für p in R, mit N<i 
gilt; und damit haben wir 


Is(p) |< e für p in f=*(0) +UN.. 


N<i 


N 
Da aber S=UNR, als Vereinigung endlich vieler randloser und kompakter Mengen 


i=0 
selbst randlos und kompakt ist, so ist T — © eine randlose Menge, die die Nullstellen 
von s enthält und auf der |s | < e ist. Es folgt, daß s auch auf s-!(0) stetig ist und im 
Unendlichen verschwindet, daß also s zu F gehört. 


7 
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Da aber W ein maximales Ideal von F ist, so wird F von W und f aufgespannt. 
_ Folglich gibt es Funktionen a,, b,, c, din F, eine Zahl k in K und eine Funktion w in W 
derart, daß 


s=Zaufs+eftfdt+kftu 


ist. Wir setzen r=s— w. Bedenken wir, daß f-!(0)=s-!(0) ist, so folgt, daß 
f-:(0) < w-!(0) und f-!(0) < r-!(0) ist. Weiter gibt es eine die Bedingungen 


Ik|<Mm, |je||< Mm, |ja|| < m, |j«, || < m, ||. || < M für i=4,...,m 


erfüllende positive Zahl M. 
Wir setzen B= M(3 + mM). Da lim i=' |e |"*® = 0 ist, so streben die positiven 
i>o 


Zahlen i |e |"® gegen Unendlich. Es gibt also insbesondere eine positive ganze Zahl h 
derart, daß 
B<ije]® für h<i 
gilt. Damit ist; 
M;=[i|e P® — BJ! für h<i 


eine wohlbestimmte positive Zahl. Da offenbar die M;' gegen Unendlich streben, so ist 
lim M,=0. 


i>o 


Ist Ah <i und p ein Punkt aus R,, so wird 
7/0 | <tilef® —BJi' = |e PP — Bit = |sip) | — Bi"! 


< |s(p) I—2 a,(p) Ip) butp) |— | ep) | | Fo) I— If) | la) I— IR] | fo | 
< |w(p) | 

oder |/(p) | < M; |w(p) | für p in R, und h<i. 
Es folgt nebenher noch, daß 


h 
(0) < w(0) < FO) HU R:. 


i=0 
Damit haben wir aber gezeigt, daß w den Bedingungen des Hilfssatzes (H) genügt und 


also nicht in W liegen kann. Dies widerspricht der Konstruktion von w; und aus diesem 
Widerspruch folgt die Gültigkeit unseres Satzes. 


6. Die divisionsabgeschlossenen Teilalgebren von F und ihre maximalen Ideale. 


Die Teilalgebra V von F=F(K,T) heiße divisionsabgeschlossen, wenn sie den 
folgenden zwei Bedingungen genügt: 

(A) V enthält alle idempotenten Funktionen aus F. 

(B) Sind v und e= e®: Funktionen aus V, so enthält das von v aufgespannte Ideal 
aus F dann und nur dann e, wenn e bereits dem von v aufgespannten Ideal aus V angehört. 

Es ist klar, daß F in F divisionsabgeschlossen ist; und man überzeugt sich auch 
von der Divisionsabgeschlossenheit von 7 in F. 

Bedingung (A) ist offenbar mit der Forderung gleichwertig, daß alle Treppen- 
funktionen zu V gehören, d.h. mit 


(A*) T(K,2)<V<SF(K,T). 
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Sind v und e = e? Funktionen aus V, so wollen wir mit J das von v aufgespannte 
Ideal aus V und mit Z das von v aufgespannte Ideal aus F bezeichnen. Es gilt dann 
natürlich J <_Ln V, so daß die Zugehörigkeit von e zu J auch die von e zu ZL nach sich 
zieht. Jede Funktion aus ZL verschwindet natürlich auf allen Nullstellen von v, so daß 
die Zugehörigkeit von e zu L das Verschwinden von e auf allen Nullstellen von » nach 
sich zieht. Dies ist mit 


v-1(0) S e-!(0) und Ne) <SN(v) 
äquivalent. — Gelten nun diese beiden letzten äquivalenten Ungleichungen, so ist v 


auf der wegen Lemma 4.2 'randlosen und kompakten Menge N(e) von O0 verschieden; 
und es wird durch 


_ fTe(p)]* für p in W(e) 
u r für p in e-1(0) 


eine eindeutige, K-wertige Funktion über T definiert. Diese ist stetig, verschwindet 
im Unendlichen und gehört also zu F. Weiter haben vw und wv überall auf N(e) den 
Wert 4 und auf e-'!(1) den Wert 0, woraus wir vw = wo = e schließen. Also gehört e 
dem von v in F aufgespannten Ideal Z an; aus (B) folgt dann die Zugehörigkeit von e 
zu dem von vin V aufgespannten Ideal J. Diese Überlegungen zeigen, daß die Bedingung 
(B) mit folgender Eigenschaft gleichwertig ist: 

(B*) Sind v und e= e? Funktionen aus V, ist N(e) SN(v), so gehört e dem von v 
in V aufgespannten Ideal an. 

Die bei der Ableitung von (B*) angestellten Überlegungen zeigen auch den Grund 
für die Wahl des Ausdrucks „Divisionsabgeschlossenheit‘. 

Ist V eine Teilalgebra von F(K, T) und $ eine Teilmenge von T, so sei $” die Ge- 
samtheit der die Bedingung f($) = 0 erfüllenden Funktionen f aus V. Es ist klar, 
daß 9” stets ein Ideal aus V ist. 

Ist p irgendein fester Punkt aus T, so ist die Abbildung der Funktion f aus V auf 
ihren Funktionswert f(p) an der Stelle p offenbar ein K-Homomorphismus von V in K. 
Da es aber, wie schon früher bemerkt, stets idempotente Funktionen [in V]] gibt, die auf 
p den Wert 1 annehmen, so ist diese Abbildung ein Epimorphismus von V auf K. Der 
Kern dieses Epimorphismus ist genau p”, so daß jedes p” ein maximales Ideal ist, das 
aber nicht ganz 7 enthalten kann. Da schließlich aus der Definition der Norm die Un- 
gleichung 

(6. 0) I/$)|s ||f || für jeden Punkt p und jedes f aus F 


folgt, so handelt es sich um einen stetigen [sogar um einen beschränkten] Epimorphismus 
von V auf K, woraus die Abgeschlossenheit der Ideale p” folgt. Da jedes Ideal 


H’ -=N p’ 
ved 


ist, so sind auch die Ideale $” in V abgeschlossen. 

Satz 6. 1: Dann und nur dann ist die Teilalgebra V von F(K, T) divisionsabgeschlossen, 
wenn T(K,T) s V ist und wenn 

(B**) ein jedes Ideal L aus V, das in keinem Ideal p” enthalten ist, T(K,3) sI 
erfüllt. 

Beweis. Sei zunächst V divisionsabgeschlossen. Dann müssen wir die Gültigkeit von 


(B**) erweisen. Sei also das Ideal Z aus V in keinem der Ideale p’ enthalten. Dann gibt 
7* 
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es zu jedem Punkt p aus T wenigstens eine f(p) + 0 erfüllende Funktion f in L. Also ist 
0<r=|f(p)|. Da f stetig ist, so gibt es eine randlose und kompakte Umgebung ll 
von p derart, daß 


Ir— fa) || = |f pP) — fa) |<! r für alle q aus U 
gilt. Es folgt 
0<$#r<|f(g) | für alle q aus U. 


Da U randlos und kompakt ist, so gibt es eine N(e) = U erfüllende idempotente Funktion e 
in F; und diese gehört wegen Bedingung (A) zu V. Da f nirgends auf U verschwindet, 
so ist N(e) = U < N(f); und wir folgern aus (B*), daß e dem von f in V aufgespannten 
Ideal angehört. Da f in dem Ideal Z liegt, so gehört e auch zu L. Damit haben wir gezeigt: 

(1) Zu jedem Punkt p gibt es wenigstens eine e(p) = 1 erfüllende idempotente 
Funktion e in L. 

Sei weiter A eine kompakte Menge. Dann gibt es zu jedem a in X eine idempotente 
Funktion e, in Z mit e,(a) = 1. Die [wegen Lemma 4. 2] randlosen kompakten Mengen 
N(e,) überdecken also die kompakte Menge X. Folglich tun dies sogar endlich viele unter 
ihnen. Damit haben wir gezeigt, daß es endlich viele idempotente Funktionen e; in Z mit 


k 
A SUN(e,) gibt. Es gibt also auch ein System idempotenter Funktionen f; in Z mit 
i=1 


h 
A SUN) und minimaler Elementezahl h. Wäre 1 <h, so würden wir die h— 1 
i=1 


idempotenten Funktionen 
gs =hthkhii i=1,..„h—1 


bilden, die ebenfalls sämtlich in Z liegen. Ist p ein Punkt aus N(f,) oder N(f;), so wird 
h-1 

gi(p) = 1, woraus wir W<SUN(g;) folgern. Dies widerspricht aber der Minimalität 
i=1 


von h; und damit haben wir folgendes gezeigt: 

(2) Ist A eine kompakte Menge, so gibt es eine A < N(e) erfüllende idempotente 
Funktion e in L. 

Sei nun d irgendeine idempotente Funktion aus F. Dann gehört d zu V und W(d) 
ist wegen Lemma 4.2 eine randlose und kompakte Menge. Wegen (2) gibt es eine 
N(d) < N(e) erfüllende idempotente Funktion e in L. Dann gehört aber auch de zu dem 
Ideal L. Aus N(d) <N(e) und der Idempotenz von d und e folgt schließlich de = d; 
und damit haben wir gezeigt, daß Z alle idempotenten Funktionen enthält. Da L ein 
Ideal ist, so gilt folglich 7 <_L. 

Wir nehmen umgekehrt an, daß die Teilalgebra V den Bedingungen (A*) und 
(B**) genügt. Um die Gültigkeit von (B*) zu zeigen, betrachten wir Funktionen v und 
e = e:aus V mit Ne) < N(v). Sei Z irgendein v enthaltendes Ideal aus V. Angenommen e 
gehörte nicht zu L. Dann gäbe es unter den Idealen aus V, die Z, aber nicht e enthalten, 
ein maximales M. Da M + e ein von O0 verschiedenes idempotentes Element aus V/M 
ist, das in jedem von O verschiedenen Ideal aus V/M enthalten ist, so ist M + e die Ring- 
eins von V/M, und V/M ist einfach, M also ein maximales Ideal aus V. Da e nicht zu M 
gehört, folgt aus (B**) die Existenz eines Punktes r mit M <r”. Da M und r” maximale 
Ideale aus V sind, so gilt sogar M=r”. Da v zuL < M=tr” gehört, so ist v(t) = 0. 
Da e nicht zu M = r” gehört, so ist e(t) = 1. Dies widerspricht aber N(e) < N(r); und 
aus diesem Widerspruch folgt die Zugehörigkeit von e zu L, womit die Divisionsabge- 
schlossenheit von V dargetan ist. 
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Bemerkung: Daß Bedingung (B) nicht aus (A) folgt, zeigt etwa folgendes Beispiel. 
Man wähle für 7 irgendeine unendliche, kompakte und nulldimensionale Menge reeller 
Zahlen, die die 0 nicht enthält, und für X den Körper der reellen Zahlen mit der natür- 
lichen Bewertung. Die Teilalgebra V von F(K,T) entstehe dann aus 7(K,T) durch 
Adjunktion der Funktion f(x) = x für alle x aus T. Dann ist / eine nirgends ver- 
schwindende Funktion und das von f aufgespannte Ideal in V enthält nicht 7T(K, T). 


Satz 6. 2: Sei V eine divisionsabgeschlossene Teilalgebra von F(K, T). 

(a) Maximale Ideale aus V lassen sich auf höchstens eine Art in der Form p” darstellen. 

(b) Ein Ideal aus V läßt sich dann und nur dann in der Form p” darstellen, wenn 
es T nicht enthält und ein maximales Ideal aus V ist. 

(c) Jedes maximale Ideal aus F läßt sich auf eine und nur eine Art in der Form p" 
darstellen. 


(d) Jeder K-Homomorphismus von F(K,T) in K ist beschränkt. 

Beweis. Sind p und q verschiedene Punkte aus T, so gibt es, wie in $3 bemerkt, 
eine idempotente Funktion in F [und also in V], die in p, aber nicht in q verschwindet, 
woraus p" + q’ folgt und die Eindeutigkeit dieser Darstellung bewiesen ist. 


Daß jedes Ideal p” ein maximales Ideal aus V ist und daß derartige Ideale die 
Teilalgebra 7 nicht enthalten können, haben wir schon weiter oben gezeigt. Ist um- 
gekehrt Z ein maximales Ideal aus V und 7 nicht in Z enthalten, so folgt aus Satz 6. 1 
die Existenz eines die Bedingung L < p” erfüllenden Punktes p in T; und aus der 
Maximalität von Z und p” folgt sogar L = p’, womit auch (b) bewiesen ist. 

Ist schließlich M ein maximales Ideal aus F, so ergibt sich aus Satz 5. 1, daß das 
Treppenideal J nicht in M enthalten ist. Da aber J in F durch T aufgespannt wird 
und da J und M Ideale aus F sind, so ist sogar 7 nicht in M enthalten; und jetzt folgt (c) 
aus (a) und (b) [wenn wir noch bedenken, daß F in F divisionsabgeschlossen ist]. 

Ist schließlich o ein K-Homomorphismus von F(K, ZT) in K, so ist entweder o = (0 
[und dann sicherlich beschränkt] oder aber o ist ein Epimorphismus auf X, dessen Kern M 
dann ein maximales Ideal in F ist. Aus (ec) folgern wir M = p. Ist r der Epimorphismus 
von F auf K, der jede Funktion f aus F auf ihren Funktionswert f(p) an der Stelle p 
abbildet, so ist r ein beschränkter Epimorphismus mit Kern p” = M. Da o und r den- 
selben Kern haben, so ist o = r ein beschränkter Homomorphismus, womit auch (d) 
bewiesen ist. 

Bemerkung: Aus Satz 6. 2, (c) folgt insbesondere, daß F/M = K für alle maximalen 
Ideale M aus F gilt. Die Frage, für welche X-Algebren, insonderheit für welche Funktionen- 
algebren über X, diese Aussage richtig bleibt, ist in letzter Zeit vielfach untersucht 
worden; es sei hier besonders auf die Arbeiten von Correl-Henriksen, Goldhaber-Wolk, 
Kaplansky und Kowalsky hingewiesen. Auch die für uns hier wichtige Frage, für welche 
der Algebren V zwischen 7 und F die Aussage (c) des Satzes 6.2 bzw. der Satz 5.1 
gültig bleibt, scheint noch unerledigt zu sein. 

Satz 6.3: /st V eine T(K,T) enthaltende Teilalgebra von F(K,T), so gehört der 
Punkt p aus T dann und nur dann zur abgeschlossenen Hülle M der T eilmenge M von T, 
wenn M’ < p” ist. 

Beweis: Liegt p in M, so folgt aus der Stetigkeit der Funktionen aus V, daß /{M) = 0 
auch f(p) = 0 nach sich zieht, daß also M’ < p” ist. Liegt aber p nicht in M, so folgern 
wir aus (1.1) [und der Kompaktheit einpunktiger Mengen] die Existenz einer in der 
Umgebung T— M von p enthaltenen randlosen und kompakten Umgebung U von p. 
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Es gibt dann eine idempotente Funktion e in F [und also auch in V] mit Ne) = U. 
Dann ist e(p) =1 und e(T—U)=0. Da aber M<T— U ist, so gehört e zu M”, 
ohne zu p” zu gehören, so daß also M’ =: p” ist. 

Folgerung 6. 4: Bedenken wir, daß alle p” maximale Ideale sind, die 7 nicht ent- 
halten, so zeigen die Sätze 6.2 und 6.3, daß die Abbildung pp” eine topologische 
Abbildung von T auf den Strukturraum der 7 nicht enthaltenden maximalen Ideale 
aus V ist. Hieraus folgt insbesondere, daß sich eine K-Algebra im wesentlichen auf höchstens 
eine Art in der Form F(K, T) darstellen läßt. 


7. Vorbemerkungen über normierte Algebren. 


Ist K ein bewerteter Körper und A eine K-Algebra, so werde das Produkt eines 
Elements k in K und eines Elements a in A mit ka bezeichnet. Die Ideale aus A sind, 
wie schon früher bemerkt, die die Bedingungen L=L+L=L-L=KL und 
AL-+LASL erfüllenden nichtleeren Teilmengen L von A. 

Die K-Algebra A heiße normiert, wenn jedem Element a aus A eine nicht negative 
reelle Zahl || a ||, die Norm von a, derart zugeordnet ist, daß die folgenden Regeln gelten: 
1. ||a ||= 0 dann und nur dann, wenn a = (0 ist; aus a + 0 folgt 0 < || a |]. 

2. |a+2]1<|lal|+ |löll und |lab || < la || 115 || für a,6 aus A. 

3. ||ka ||= |% | ||a || für k aus X und a aus A. 

4. ||a* || = ||a ||" für a aus A und positives ganzzahliges n. 


Diese Regeln 1. bis 4. werden durch die Resultate des $ 3 gerechtfertigt. Darauf 
sei insbesondere wegen der ungebräuchlichen Regel 4, der Potenzregel, hingewiesen. 


Aus 4. bis 4. folgert man weiter 

5. ||a || = ||— « || für a aus A. 

6. It e=e +0, so ist ||e|]=1. 

7. |1la ||— ||d ||| s ||a — || für a,b aus A. 


Die [X-]Homomorphismen der normierten K-Algebra A in die normierte XÄ- 
Algebra B werden in üblicher Weise definiert. Der [X-]Homomorphismus o von A in B 
heiße beschränkt, wenn es eine ||x° || <r || || für alle x aus A erfüllende positive 
Zahl r gibt. Es ist klar, daß die beschränkten Homomorphismen auch stetig sind; aber 
die Umkehrung ist falsch, wie das folgende einfache Beispiel zeigt: Es sei X ein kom- 
mutativer Körper mit der trivialen Bewertung |0|=0 und |k | =1 für k +0; und A 
sei der Ring Ä[t] der Polynome über K in einer Unbestimmten t. Dann ist A eine 


n 
K-Algebra. Wir setzen ||0 ||= 0 und || ga,:' || = 2-*, wenn «a, + 0 und A< n ist. Diese 
ich 


Normfunktion genügt allen unseren Anforderungen. Weiter sei B die normierte Teil- 
algebra K’[t?] von A und o der durch | Sa,t*| = $a;t‘ definierte Isomorphismus von B 


i=h i=h 
auf A. Für jedes 5 aus B mit || || + 0,1 gilt dann ||5 |? < || || = ||” |, da ja für 
diese Elemente 0 < ||b || <1 gilt. Also wird für diese Elemente auch || 5 || < || 5° |]. 
Mithin ist o stetig; daß aber o nicht beschränkt sein kann, folgt z. B. aus dem folgenden 
Hilfssatz (7. 1), der zeigt, daß beschränkte Homomorphismen noch eine schärfere Be- 
dingung erfüllen. 
(7.1) Der Homomorphismus o der normierten K-Algebra A in die normierte 
K-Algebra B ist dann und nur dann beschränkt, wenn ||=° || < ||x || für alle x aus A gilt. 
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Beweis. Es genügt, die Notwendigkeit unserer Bedingung zu beweisen. Ist also r 
eine positive Zahl derart, daß || a" || < r || x || für alle x aus A gilt, so folgern wir aus 
Regel 4, daß 


II =" Ir = Il” | = =" Is rl ||=rlle|f für alle z aus A 


und alle positiven ganzen Zahlen n gilt. Dann gilt aber auch 


| =* || <r— ||x || für alle x aus A 


und alle positiven ganzen Zahlen n. Da aber lim r* ' = 1 ist, so gilt auch l\|I=s|]l:|l 
für alle x aus A. BIT 

Es sei bemerkt, daß beim Beweise von (7. 1) die Potenzregel 4 nur in B, nicht aber 
in A, benötigt wurde. 

Aus (7.1) folgt neben anderem, daß Automorphismen, die zugleich mit ihren In- 
versen beschränkt sind, die Norm erhalten. 

Das oben angegebene Beispiel dafür, daß stetige Homomorphismen nicht beschränkt 
zu sein brauchen, war insofern nicht sehr interessant, als die Bewertung des Körpers K 
trivial war, nur die Werte 0 und 1 annahm. Dies liegt aber in der Natur der Sache, wie 
aus dem folgenden Resultat hervorgeht, das wir mit seinem Beweise Herrn Dr. V. Bau- 
mann verdanken. 

(7.1*) Gibt es in K eine Zahl k, deren Wert |k | von 0 und 1 verschieden ist, so folgt 
aus der Stetigkeit eines Homomorphismus seine Beschränktheit. 

Beweis: Wäre dies nicht wahr, so gäbe es einen stetigen, aber nicht beschränkten 
Homomorphismus o der normierten K-Algebra A in die normierte K-Algebra B. Da 
|k | von O und 1 verschieden ist, so können wir o. B. d. A. annehmen, daß 1 <|k|=r 
ist. Da o nicht beschränkt ist, so existiert zu jeder positiven ganzen Zahl n ein Element 
z„+0in A derart, daß r* || x,|| < || «4 |] ist. Da r* mit wachsendem i gegen Unendlich 
strebt, so gibt es zu jedem n eine ganze Zahl n* derart, daß r” < || x, || <r”*' gilt. 
Setzen wir y, = k"+""+D,,, so wird 


ern <= 
en syll<r“ 


Daraus folgt aber, daß einerseits y, eine Nullfolge ist, während andererseits stets 
0<r'<[|lill 


gilt, so daß also die Bildfolge der Nullfolge y. keine Nullfolge ist, was der Stetigkeit des 
Homomorphismus o widerspricht. 

(7. 14**) Jeder stetige Homomorphismus einer normierten K-Algebra A in den Körper K 
ist beschränkt. 

Beweis: Enthält K eine Zahl k, deren Wert |k | von 0 und 1 verschieden ist, so 
folgt unsere Behauptung sofort aus (7. 1*). Gilt aber |r|=1 für jedes x +0 aus K, 
ist o ein stetiger Homomorphismus von A in K und w ein || w || < 1 erfüllendes Element 
aus A, so ist || w* || = || w ||" wegen der Potenzregel 4. Die Folge w* ist also eine Nullfolge 
aus A, die von dem stetigen Homomorphismus o auf die Nullfolge (w")” = (w”)" abgebildet 
wird. Da aber die von 0 verschiedenen Zahlen aus K sämtlich den Wert 1 haben, so 
müssen fast alle Glieder einer Nullfolge aus K gleich 0 sein. Daraus folgt aber w’ = 0. 
Mithin gilt 0 = | w” | < || w ||, wenn || w || < 4 ist. Ist aber 1 < || w ||, so wird | w” | = 0 
oder 1; und es gilt wieder | w” | < || w ||, womit die Beschränktheit von o dargetan ist. 
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Ist o ein Homomorphismus der K-Algebra A in K, so ist entweder o = 0 oder o 
‘ ist ein Epimorphismus. Im letzteren Falle überlegt man sich, daß der Kern Ä(o) von » 
ein maximales Ideal ist, daß A/K(o) als zu X isomorpher Körper eine und nur eine 1 be- 
sitzt, die von o auf die 1 aus X abgebildet wird, und daß also o völlig durch seinen Kern 
bestimmt ist, da ja, wenn X(o) + e die Eins von A/K(o) ist, das allgemeinste Element des 
Körpers A/K(co) notwendig die Form k[K(o) +e] = K(o) + ke hat, da ja die ent- 
sprechende Regel in K gilt. 

Ist a ein Element aus der normierten K-Algebra A und o ein stetiger Homo- 
morphismus von A in K, so gilt |a’ | < ||a || wegen (7.1) und (7. 1**). Diese Zahlen 
| a’ | sind also für jedes feste a beschränkt, und wir können die kleinste obere Schranke & 
aller | a” | bilden, wobei o alle stetigen Homomorphismen von A in K durchläuft. Diese 
nicht-negative Zahl 4 möge auch die natürliche Norm von a genannt werden. Sie genügt 
der Ungleichung _ 

(*) ä< ||a || für jedes a aus A. 


Wir werden später in den uns interessierenden Fällen sogar die Gleichheit zeigen 
können. 

(7.2) Liegen die ä= ||a || erfüllenden Elemente aus A überall dicht in A, so ist 0 
der Durchschnitt der Kerne aller stetigen Epimorphismen von A auf K. 

Beweis: Sei d-+0 ein Element aus dem Durchschnitt der Kerne aller stetigen 
Homomorphismen von A in K. Dann gibt es nach Voraussetzung ein die Bedingungen 


4= |ja]| und ja—a]l <3 ja] 


erfüllendes Element a in A, da ja 0 < ||d || gilt. Ist nun o irgendein stetiger Homomor- 
phismus von A in K, so wird 


I|= |@—a’|<||a—a|l<2|la|| 
wegen (7. 4) und (7. 1**). Es folgt, daß 
lall=4=3%|la|| 
ist. Dann wird aber wegen Regel 7 
las |Iall—Ijells |Id—al|<3|lall; 
und aus diesem Widerspruch ergibt sich (7. 2). 


8. Die charakteristischen Eigenschaften. 


Wir betrachten im folgenden einen bewerteten Körper K und eine normierte 
K-Algebra A im Sinne des $7, die darüber hinaus noch den folgenden Bedingungen 
genügen möge. 

I. Jedes maximale Ideal aus A ist Kern eines stetigen Epimorphismus auf K. 

II. Die von den idempotenten Elementen aus A aufgespannte Teilalgebra T = T(A) 
ist dicht in A. 

III. Die Folge a,,...,@,... von Elementen aus A konvergiert gegen ein Element 
aus A, wenn 

(a) die Folge der a, [bezüglich der Norm] eine Cauchysche Folge aus A ist und 

(b) für jeden stetigen Epimorphismus o von A auf K die Folge der af in K gegen einen 
Grenzwert aus K konvergiert. 
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Aus I folgt sofort die schwächere, für unsere Zwecke aber ausreichende Bedingung 


I*. Jedes maximale Ideal aus A, das nicht alle idempotenten Elemente enthält, isi 
Kern eines stetigen Epimorphismus von A auf K. 


Es wird sich später sogar erweisen, daß I eine Folge von I*, II und III ist. 


Aus (7. 1**) folgt, daß die in I und I* postulierte Stetigkeit von Epimorphismen 
sogar deren Beschränktheit nach sich zieht. [Den Hinweis auf die Möglichkeit, I und I* 
in der gegenwärtigen schwachen Form zu postulieren, verdanke ich Herrn Dr. V. Baumann. ] 


Im Gegensatz zu den fast ständig benutzten Eigenschaften I* und II werden 
wir III nur am Schluß unserer Überlegungen benutzen. Die Eigenschaft III werde als 
K-Vollständigkeit bezeichnet. Es sei bemerkt, daß für jede Cauchysche Folge a, aus A 
und jeden beschränkten Epimorphismus o von A auf K die Elemente a? eine Cauchysche 
Folge aus K bilden. Wäre, was wir aber nicht voraussetzen, der bewertete Körper K 
vollständig, so folgte (b) aus (a). Natürlich sind die Bedingungen (a) und (b) für die 
Existenz des Grenzwerts notwendig. 


Satz 8.1: /st K ein bewerteter Körper, T ein lokal-kompakter, null-dimensionaler 
topologischer Raum und F(K,T) die [im $3 eingeführte] normierte K-Algebra der im 
Unendlichen verschwindenden stetigen K-wertigen Funktionen über T, so genügt F(K,T) 
den Bedingungen 1 bis Ill. 


Beweis: Daß F = F(K,T) eine normierte K-Algebra im Sinne des $ 7 ist, haben 
wir schon erwähnt. Ist M ein maximales Ideal aus F, so folgt aus Satz 6.2, daß M = p” 
für einen eindeutig bestimmten Punkt p aus T ist und daß also M der Kern des stetigen 
K-Homomorphismus von F auf K ist, der das Element f aus F auf die Zahl f(p) aus X 
abbildet; vgl. (6.0). Damit haben wir schon I verifiziert. Die Gültigkeit von II ergibt 
sich durch Kombination von Satz 4.1 und Zusatz 4.3. 


Schließlich sei uns eine Cauchysche Folge a, aus F gegeben, die noch die weitere 
Eigenschaft hat, daß für jeden stetigen Epimorphismus o von F auf K die Folge der a? 
gegen einen Grenzwert aus K konvergiert. Ist p ein Punkt aus T, so ist die Abbildung 
von f aus F auf f(p) ein solcher stetiger Epimorphismus. Also existiert der Grenzwert 
der Folge a,(p) für jeden festen Punkt p aus T. Wir wollen diesen Grenzwert mit a(p) 
bezeichnen. Dann ist a eine eindeutige, K-wertige Funktion über T; und diese Funktion a 
ist der Grenzwert der Funktionen a;. Die Konvergenz ist wegen 


la(p) —a,(p) |< ||; — a, || 


gleichmäßig; und hieraus folgern wir die Stetigkeit und das Verschwinden im Unend- 
lichen von a, d.h. die Zugehörigkeit von a zu F wie auch a = lim a.. 


Wir werden in den nächsten Paragraphen zeigen, daß umgekehrt auch alle 
K-Algebren mit den Eigenschaften I bis III sich in der Form F(K, X) darstellen lassen. 

Zusatz 8.2: Jede divisionsabgeschlossene Teilalgebra V von F(K,T) genügt den 
Bedingungen 1* und 11. 

Beweis: Es ist eine Folge von Satz 6.2, (b), daß jedes nicht alle idempotenten 
Elemente enthaltende maximale Ideal aus V die Form p’ [für einen eindeutig bestimmten 
Punkt p aus T] hat; und diese Ideale sind, wie schon mehrfach bemerkt, Kerne stetiger 
K-Epimorphismen von V auf T. Also gilt I*. Da T(K,T) sV SF(K, T) ist und da 7 
wegen Satz 4. 1 und Zusatz 4.3 in F dicht ist, so ist T auch in V dicht, womit auch II 
verifiziert ist. 
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Wir werden umgekehrt in den nächsten Paragraphen zeigen, daß jede X-Algebra 
mit den Eigenschaften I* und II eine divisionsabgeschlossene Teilalgebra von F(K, T) 
für geeignetes 7 ist. 


9. Die idempotenten Elemente. 


Wir werden in diesem [und in den beiden folgenden] Paragraphen eine normierte 
K-Algebra A [im Sinne des $ 7] mit den Eigenschaften I* und II [des $ 8] betrachten; 
und wir werden diese Voraussetzungen von jetzt ab stillschweigend machen. 

(9.1) Die idempotenten Elemente aus A liegen im Zentrum von A. 

Beweis: Sei e = e: und z ein beliebiges Element ans A. Dann ist (ze — exe)? = 0 
und hieraus folgt wegen Regel 4 des $7, daß ||xe— exe |? = 0 ist. Also ist auch 
|| ze— eae || = 0; und hieraus folgt ze — exe = 0. Ebenso sieht man ex — exe = 0 ein, 
und damit ist ze = ex dargetan, woraus die Zugehörigkeit der idempotenten Elemente 
zum Zentrum von A folgt. 

Diese Bemerkung (9. 1) geht auf Drazin zurück. 

Unter T = T(A) wollen wir die von den idempotenten Elementen aus A auf- 
gespannte Teilalgebra von A verstehen. 

(9.2) Jedes Element t aus T läßt sich in der Form t= ke, mit k, in K und 
ee; -[, j ni ah A darstellen. wi 

& fürı=] 
Beweis: Unter Benutzung von (9. 1) sieht man leicht, daß es zu jedem Element ı 


aus 7 idempotente Elemente t; und Zahlen k, aus K mit t= $%%;t; gibt. Ist m = 1, so 
i=1 

ist 2 bereits in der von (9. 2) geforderten Normalform. Wir können also die Induktions- 

annahme machen, daß sich Elemente aus 7 auf Normalform bringen lassen, wenn sie 

sich aus weniger als m idempotenten Elementen linear kombinieren lassen. Hieraus folgt 

die Existenz von paarweise orthogonalen idempotenten Elementen e; und Zahlen Ah; 


aus K derart, daß 


m—1 n 


Zkt = Ihe 


i=1 i=1 
n 
ist. Setzen wir weiter e= $e;, so ist e idempotentes Element und es gilt ee; = e,; für 
i=1 
i=1,...,n. Setzen wir jetzt /=1,—e, undg =& —e&t,., & = &l., 80 überzeugt 
man sich leicht davon, daß die Elemente f, e;, e;' füri=1,...,n paarweise orthogonal 
und idempotent sind — man berücksichtige dabei die aus (9. 1) folgende Vertauschbarkeit 
idempotenter Elemente — und daß 


= Eh t+ km klt Ehe + ik + he 
i=1 i=1 i=1 


gilt, womit der induktive Beweis von (9. 2) vollständig geführt ist. Man überzeugt 
sich leicht davon, daß man die k, paarweise verschieden und die e; + 0 wählen kann. 
(9.3) T ist in keinem Kern eines stetigen Epimorphismus von A auf K enthalten. 
Beweis: Ist M der Kern des stetigen Epimorphismus o von A auf K, so ist A/M 
ein Körper, der eine Körpereins M + a besitzt. Wegen II ist 7 dicht in A. Folglich gibt 
es ein || a — t || < $ erfüllendes Element t in T. Wegen (7. 1), (7. 1**) und der Stetigkeit 


von o gilt 
1=|b’|< ||b || für alle b aus M +. 
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Wäre tin M enthalten, so läge a— tin M + a; und wir könnten aus obiger Ungleichung 
den Widerspruch 
1= a |< ]la—ıll<} 


erschließen. Also liegt it nicht in M, so daß auch 7 =: M gilt. 


(9. 4) Enthält keines der maximalen Ideale M und N alle idempotenten Elemente aus A, 
ist aber jedes in M enthaltene idempotente Element auch in N enthalten, so it M=N. 


«7 


Beweis: Wäre dies nicht wahr, so wäre insbesondere M <= N und es gäbe also ein 
nicht in N enthaltenes Element a in M. Da A/N wegen I* ein im wesentlichen mit K 
identischer Körper ist, so folgt aus N + a +0 die Existenz einer Zahl k aus X derart, 
daß k(N +.a) die Eins des Körpers A/N ist. Wir setzen ka= b und bemerken, daß 
M+b=0 und N +b=1 ist. 

Aus II folgt die Existenz eines ||? — b || < $ erfüllenden Elements t in 7. Wegen 
(9. 2) gibt es Zahlen k; + O in X und paarweise orthogonale idempotente Elemente e; in A 
mit 2= $Yk;e,. Wäre tin N enthalten, so wäre 1=N + (t—b). Wegen I* gibt es eine 

i=1 
stetige epimorphe Abbildung o von A auf K mit Kern N, bei der natürlich 1 in 1 über- 
geht. Also wird wegen (7.1) und (7. 1**) 


= [e—bP|s|Ie—B]|<}; 


und dies ist unmöglich. Da mithin ti nicht in N liegt, so ist wenigstens eines der e,; nicht 
in N enthalten. Wir setzen dieses e, =e und entsprechend Ak; = h. Da e nicht in N 
liegt, so folgt aus unserer Voraussetzung, daß e auch nicht in M liegt. Da A/M und 
A/N wegen 1* Körper sind, so wrd M+te=41und N +e=1.Dae=+0 ist, und da 
Ile || = || || = ||e |? aus $ 7,4 folgt, so wird ||e ||=1. Schließlich ist e= ee, und 
ee, = 0 für i + j. Aus all diesem folgt 


IIde — he ||= ||ee —e Zkie, || = IIe@— || |Ielllie—tll<$- 
Fan 


Bedenken wir weiter, daß N+b=1=N-+e ist, so wird N+ (1—h)e= N + be— he 
und also 
|1—h|=|[(1! —h)e/ | = |(be — he)’ | < || be — he || <}. 


Bezeichnen wir andererseits mit r den nach I* existierenden stetigen Epimorphismus 
von A auf XK, dessen Kern M ist, so folgt aus M+b=0 und M +e=1 entsprechend 


|a|=|—Rh]|= |(- he)’ | = |(be — he)* | < || be — he || < }. 
Kombination dieser beiden Ungleichungen ergibt dann den gesuchten Widerspruch 
1=|1—h+h|<s|j1—rh|+|R|<i, 


aus dem wir M= N erschließen. 
Wir können (9. 4) etwas symmetrischer auch folgendermaßen formulieren: 


(9. 4*) Sind M und N zwei verschiedene maximale Ideale aus A, die beide T nicht 
enthalten, so gibt es ein in M, aber nicht in N enthaltenes idempotentes Element. 


Wir wenden uns schließlich der Berechnung der Normen der Elemente aus 7 zu. 
Diese beruht wesentlich auf der folgenden teilweisen Nicht-Archimedizität der Norm. 


(9.5) Sind a und b Elemente aus A, und gilt ab = ba =(), so ist 
la+5|]= max [||« ||, || ||]. 
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Beweis: Wir können o. B. d. A. annehmen, daß 0 < ||a || < || || ist. Dann wird 
wegen $ 7,4 und nach Voraussetzung 
Id IP = 11 || = ||dte +5 || = ||d || || + 5 ||, 
woraus ||b || < ||a + 5 || folgt. Weiter gilt nach Voraussetzung und $ 7, 4 
Ia+5|r = Ita + dr ||= || + |< || || + Ir I S2 11 1-21] 1; 
und hieraus folgt 
|a+5|] < 2" ||d || für jedes positive ganze n, 
woraus sich natürlich ||a + 5 || < ||b || ergibt. Damit ist ||a + 5 || = ||b || und also 
unsere Behauptung bewiesen. 


Man bemerke, daß beim Beweis von (9.5) von den Bedingungen I*, II kein Ge- 
brauch gemacht wurde. 


(9.6) 1 = Ile || für alle ı aus T. 


Beweis: Da für t = 0 nichts zu beweisen ist, so können wir gleich ein Element i + 0 
aus 7 betrachten. Aus (9. 2) folgern wir dann die Existenz paarweise orthogonaler idem- 


potenter Elemente e; + 0 aus A und von Zahlen k, # 0 aus K mit t = k;e;. Aus (9. 5) 


i=1 
ergibt sich durch eine naheliegende vollständige Induktion, daß ||t ||= max [|k; |,.. ., |An |] ist. 


Sei o irgendein stetiger Homomorphismus von A in K. Dann sind die e/ paarweise 
orthogonale idempotente Elemente aus dem Körper K; und von diesen kann höchstens 
eines von 0 verschieden sein. Aus e/ + 0 folgt natürlich dann e? = 1. Entweder sind also 
alle e = 0 und dann ist auch t{” = 0; oder aber es gibt einen und nur einen Index j mit, 
e& +0, und dann wird ’=k.,. 

Da e; wegen (9. 1) im Zentrum von K liegt, so ist die Gesamtheit der e;x = (0 er- 
füllenden Elemente x aus A ein Ideal J aus A, das e, nicht enthält. Ebenso ist die Menge 
e;A ein Ideal aus A, das e, enthält. Schließlich ergibt sich aus x = (re — e;x) + e;x die 
direkte Zerlegung A= J®e,A. Da das Ideal J das Element e, nicht enthält, so gibt 
es unter den J, aber nicht e, enthaltenden Idealen ein maximales Ideal M. Aus 
A=J®e,A folgt dann sofort, daß M ein maximales Ideal aus A ist. Dieses ist wegen 
I* Kern eines stetigen Epimorphismus » von A auf K. Aus dem im vorigen Absatz be- 
wiesenen Resultat folgt = k.. 

Durch Kombination der Resultate der beiden letzten Absätze erhalten wir, daß die 
Zahl k + 0 aus X dann und nur dann das Bild von ti bei einem stetigen Homomorphismus 
von A in K ist, wenn k eine der Zahlen %,,... ., k„ ist. Aus der Definition der natürlichen 
Norm folgt also ti = max [|kı |,-- ., |%n |]; und hieraus ergibt sich m ||? || wegen des 
im ersten Absatz Bewiesenen. 

Man bemerke, daß beim Beweise von (9. 6) die Bedingungen II [und III] überhaupt 
nicht benutzt wurden, während I* in der schwächeren Form I** angewandt wurde: 

I**. Jedes maximale, T(A) nicht enthaltende Ideal aus A ist Kern eines Homomor- 
phismus von A auf K. ; 

(9.7) Der Durchschnitt der T nicht enthaltenden maximalen Ideale aus A ist 0. 

Beweis: Aus (9. 6) und II folgt nämlich, daß die Voraussetzungen von (7. 2) erfüllt 
sind. Da aber die Kerne stetiger Epimorphismen von A auf K wegen (9. 3) notwendig 
maximale Ideale aus A sind, die 7 nicht enthalten, so ist der Durchschnitt der maximalen 
Ideale gleich 0. 
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10. Der Raum der maximalen Ideale. 


Die Resultate des $ 6 legen es nahe, den sog. Strukturraum der Algebra A in unsere 
Betrachtungen einzubeziehen. Wir erklären ihn folgendermaßen: 


Es sei T = T(A) die Gesamtheit der 7 nicht enthaltenden maximalen Ideale aus A. 
Ist p ein Punkt aus 7 [d.h. ein 7 nicht enthaltendes maximales Ideal aus A] und M 


eine Teilmenge von T, so gehört p dann und nur dann zur abgeschlossenen Hülle M von M, 


wenn NP Sp ist. 
tem 


Es ist wohlbekannt [siehe etwa Jacobson, p. 204] und leicht nachzuprüfen, daß T 
mit dieser Topologie ein topologischer Raum ist, dessen Punkte abgeschlossene Mengen 
bilden, da ja A/p für jedes p aus T ein Körper ist. 


Ist a irgendein Element aus A, so definieren wir in naheliegender Analogie zu ent- 
sprechenden Begriffsbildungen aus dem ersten Teil unserer Überlegungen a-!(0) als die 
Gesamtheit der a enthaltenden Elemente aus T. Es ist klar, daß @a-!(0) eine abgeschlossene 
Menge in T ist. Weiter sei N(a) = T — a-!(0); und natürlich ist N(a) offen. 


Hilfssatz 10.1: /st e ein idempotentes Element aus A, so liegt der Punkt p aus T 
dann und nur dann in N(e), wenn p alle Elemente der Form x — xe mit x aus A enthält. 


Beweis: Liegt das idempotente Element e nicht in dem maximalen Ideal p, so ist 
p + e die Eins des Körpers A/p. Also ist x= re modulo p für alle x aus A; und damit 
haben wir gezeigt, daß jedes p aus N(e) alle Elemente — xe mit x aus A enthält. — 
Liege weiter das Element e in p. Es gibt wenigstens ein nicht in dem maximalen Ideal p 
enthaltenes Element w aus A. Da we mit e zu p gehört, so kann w— we nicht zu p 
gehören; und damit haben wir gezeigt, daß Punkte p nicht alle Elemente x — ze ent- 
halten, wenn sie nicht zu N(e) gehören. 


Lemma 10. 2: /st e ein idempotentes Element aus A, so ist N(e) eine randlose kom- 
pakte Menge. 


Beweis: Aus Hilfssatz 10.1 folgt sofort die Abgeschlossenheit der Menge X(e), 
deren Offenheit wir schon vorher erkannt hatten. Also ist N(e) randlos. 


Da e ja wegen (9. 1) im Zentrum von A liegt, so ist die Gesamtheit G aller Elemente 
der Form x — xe mit x aus A ein Ideal aus A; es besteht aus den sämtlichen Lösungen 
der Gleichung ye = 0. Die Menge W(e) ist wegen Hilfssatz 10. 4 im wesentlichen mit der 
Menge der maximalen Ideale des Ringes A/G identisch, der ja die Ringeins G + e besitzt. 
Denn kein G enthaltendes maximales Ideal aus A enthält e wegen A=G®eA. Da aber 
G + e die Eins dieses Ringes A/G ist, so ist wohlbekannt [siehe etwa Jacobson, p. 208, 
Proposition 1] und auch leicht nachgeprüft, daß der Raum der maximalen Ideale aus 
A/G kompakt ist. Da N(e) diesem Raum homöomorph ist, so ist auch N(e) kompakt. 


Satz 10.3: Der topologische Raum T(A) ist lokal kompakt und nulldimensional. 


Beweis: Ist p ein Punkt aus T, so existiert nach (9. 3) ein nicht in p enthaltenes 
idempotentes Element e. Dann liegt p in der nach Lemma 10. 2 randlosen und kompakten 
Menge N(e), so daß also T lokal kompakt ist. 


Sind p und q zwei verschiedene Punkte aus T, so gibt es nach (9. 4*) ein idem- 
potentes Element e, das in q, aber nicht in p liegt. Die nach Lemma 10. 2 randlose und 
kompakte Menge N(e) enthält p, aber nicht q; und nun folgt aus (1. 1) die Nulldimen- 
sionalität des lokal kompakten Raumes T. 
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Lemma 10.4: /st U eine randlose kompakte Teilmenge von T, so gibt es ein A = W(e) 
erfüllendes idempotentes Element e in A. 


Beweis: Es sei p ein nicht in X enthaltener Punkt aus T. Ist a ein Punkt aus Q, 
so gibt es wegen (9. 4*) ein idempotentes Element e(a), das nicht in a, aber in p liegt. 
Da die kompakte Menge X von den Mengen N [e(a)]überdeckt wird, die wegen Lemma 10. 2 
offen sind, so wird V bereits von endlich vielen dieser Mengen überdeckt. Damit haben 
wir gezeigt: 

(1) Ist p ein nicht in W liegender Punkt, so gibt es endlich viele in p enthaltene 


idempotente Elemente e;, mit Ws UN(e,). 


i=1 
Wir wählen nun die in (1) vorkommende Menge von idempotenten Elementen 
möglichst klein. Wäre dann 1 < n, so betrachten wir die n — 1 Elemente e, + m — eı®,, 
en. Da die ,, wegen (9. 1) im Zentrum von A liegen, so sind dies wieder idem- 
potente Elemente, die sämtlich in p liegen. Liegt der Punkt x in R(e,) oder N(e„), so 
ist e + e,oderr + e, die Eins des Körpers A /r; und folglich ist auchr +, +. — um =1, 
so daß e, + & — ee, nicht in x liegt und r zu Nl(e, + & — e,e„) gehört. Damit hätten 
wir eine kleinere, den Bedingungen von (1) genügende Menge von idempotenten Elementen 
gefunden; und dies ist unmöglich. Also gilt: 


(2) Ist p ein nicht in X liegender Punkt, so gibt es ein in p enthaltenes idempotentes 
Element e mit A <N(e). 


Aus (2) folgt insbesondere die Existenz eines idempotenten Elements 5b in A mit 
A <N(b), vorausgesetzt, daB AV +T ist. Ist aber YW = T, so ergibt eine geeignete Modi- 
fikation, sogar Abschwächung, des obigen Schlußverfahrens die Existenz eines 
A=T=N(b) erfüllenden idempotenten Elements 5 in A. [Man kann dann sogar b = 1 
beweisen.] Da A nach Voraussetzung und N(b) wegen Lemma 10. 2 randlos und kompakt 
ist, so ist auch N(b) — A randlos und kompakt. Wegen (2) gibt es zu jedem Punkt p 
aus N(b) — MW ein in p enthaltenes idempotentes Element b(p) mit A < N[b(p)]. Es liegt 
also jeder Punkt aus N(b) — X in wenigstens einer der Mengen T — R[b(p)], die wegen 
Lemma 10.2 offen sind. Diese Überdeckung der kompakten Menge N(b) — 4 enthält 
eine endliche Teilüberdeckung. Also gibt es endlich viele idempotente Elemente b,, ... ., br 
in A derart, daß 


i=1 i 


AS NRb) und N(b) — A <s f [T —NR(b,)] 
-=1 


k 
ist. Wir bilden schließlich ce = b JJb;. Dies ist wegen (9. 1) ebenfalls ein idempotentes Ele- 
i=1 


ment. Ist p ein Punkt aus T, so ist 
k 
p+e=-p+röIHW+Bl. 
-1 


Da A/p ein Körper ist, dessen idempotente Elemente 0 und { sind, so liegt c dann und 
nur dann in p, wenn wenigstens eines der Elemente 5, b,,....,d+ in p liegt. Also gehört p 
dann und nur dann zu W(c), wenn keines der Elemente b, b,,...,d+ in p liegt, d.h. 
wenn p in 


k 
N(b) NR) = U 


liegt. Damit haben wir N(c) = W bewiesen. 
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11. Die Darstellung als Funktionenalgebra. 


Ist p ein Punkt aus T = T(A), so existiert wegen I* ein und nur ein stetiger 
K-Epimorphismus o(p) von A auf K, dessen Kern genau das maximale Ideal p ist. Ist f 
ein Element aus A und p ein Punkt aus T, so ist also f”® eine eindeutig bestimmte Zahl 
aus K. Durch die Definition 


f{p) = ® für jeden Punkt p aus T 


wird also dem Element f aus A eine wohlbestimmte eindeutige, K-wertige, auf T definierte 
Funktion zugeordnet. Da die o(p) sämtlich X-Homomorphismen sind, so ist diese Zu- 
ordnung offenbar ein K-Homomorphismus der K-Algebra A auf eine Funktionenalgebra. 
Da f(T) = 0 dann und nur dann gilt, wenn f in allen Idealen p aus 7 liegt, und da der 
Durchschnitt dieser Ideale wegen (9.7) gleich O0 ist, so haben wir es sogar mit einem 
Isomorphismus zu tun. Wir können also, was bequem sein wird, das Element f aus A 
mit der soeben definierten Funktion identifizieren. Damit haben wir die gesuchte Dar- 
stellung von A als Funktionenalgebra gewonnen. 


Aus der Gleichung | f(p) |= |f’® | und aus der Definition der natürlichen Norm 


[im $ 7] ergibt sich nun, daß f die kleinste obere Schranke aller Funktionswerte | f(p) | 
ist, und daß also wegen $ 7, (*) die Ungleichung 


aa, |fp) | <f<||f|| für alle p aus T und alle f aus A 
gilt. 
Lemma 11.1: T(A)= T(K,?T). 


Beweis: Wir wollen zunächst zeigen, daß jede Funktion aus 7(A) eine Treppen- 
funktion aus F(K,T) ist; vgl. $4. Dies ist sicher wahr für t=0. Ist aber +0 ein 
Element aus 7(A), so gibt es wegen (9. 2) paarweise orthogonale, idempotente Elemente 


e +0 aus A und Zahlen k,; +0 aus K mit t= Yk;e,. Hierbei können wir k, + k, für 
i=1 

i + j annehmen. Ist p ein Punkt aus T, so ist A/p wegen I* ein Körper, dessen einzige 
idempotente Elemente 0 und 1 sind. Ist i +7, so sindp-+ e; und p + e, sich gegenseitig 
annullierende idempotente Elemente aus dem Körper A/p, von denen wenigstens eines 0 
sein muß; und es sind also entweder p + e; und p + e, beide O oder eines dieser Körper- 
elemente ist 0, während das andere 4 ist. Von den Elementen e; kann also höchstens eines 
nicht in p liegen. Also liegen entweder alle e; in p, in welchem Falle t(p) = 0 ist; oder 
aber es gibt einen und nur einen Index j mit p + e; + 0, in welchem Falle i(p) = k; ist. 
Bedenken wir noch, daß es wegen (9. 7) zu jedem e; wenigstens einen e; nicht enthaltenden 
Punkt p aus 7 gibt, so sehen wir, daß die Zahlen k,, . . .,i„ genau die sämtlichen von 0 
verschiedenen Werte der Funktion t sind. Weiter ist 2(p) = k, dann und nur dann, wenn p 
in N(e;) liegt. Wegen Lemma 10. 2 ist aber jede der endlich vielen Mengen N(e;) randlos 
und kompakt; und daraus folgt, daß die Menge N(t) der t(p) + 0 erfüllenden Punkte p 
als Vereinigung endlich vieler randloser kompakter Mengen selbst randlos und kompakt 
ist. Also ist t eine stetige Funktion, die im Unendlichen verschwindet und nur endlich 
viel verschiedene Werte annimmt; kurz t ist eine Treppenfunktion aus F(K, T). Damit 
haben wir T(A) S T(K, T) bewiesen. 

Ist e eine idempotente Funktion aus F(K, T), so ist die Menge W(e) der e(p) = 1 
erfüllenden Punkte p aus T wegen Lemma 4. 2 randlos und kompakt. Wegen Lemma 10. 4 
gibt es also ein N(a) = N(e) erfüllendes idempotentes Element a in A. Da aber idem- 
potente Funktionen bereits durch die Mengen ® ihrer Einsstellen voll bestimmt sind, so 
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wird e= a. Damit haben wir gezeigt, daß alle idempotenten Funktionen aus F(K, 7) 
in A liegen. Also wird T(K,T) < T(A); und damit ist 7(A)= T(K,T) vollständig 
bewiesen. 


Satz 11.2: A ist eine divisionsabgeschlossene Teilalgebra von F(K, X) und || a || = ä 
für jedes a aus A. s 


Beweis: Im $ 3 haben wir gezeigt, daß F(K, T) bzgl. K vollständig ist. Wird also 
eine Funktion durch Funktionen aus F(K,T) gleichmäßig approximiert, so gehört sie 
bereits zu F(K, T). Wegen Satz 4. 1 ist T(K, T) dicht in F(K, T); und wegen Lemma 11. 1 
ist 7(A) = T(K, T). Also enthält F(K, T) alle durch Funktionen aus 7(A) gleichmäßig 
approximierten Funktionen. Da aber T(A) wegen Il in A dicht ist und da hieraus wegen 
(**) folgt, daß jede Funktion aus A gleichmäßig durch Funktionen aus 7(A) approximiert 
wird, so ergibt sich A S F(K, T). 

Da i = ||t || für alle t aus 7(A) wegen (9.6) gilt, da 7(A) in A dicht ist, und da 
Norm wie auch natürliche Norm [die ja die Norm aus F(K, T) ist] stetig sind, so gilt 
ä = || a || für alle a aus A. 

Wir müssen noch zeigen, daß die Teilalgebra A von F(K, T) divisionsabgeschlossen 
ist. Wie oben bemerkt, folgt T(K,T) = T(A) < A aus Lemma 11.1. Ist Z ein Ideal 
aus A, das 7T(A) nicht enthält, so gibt es ein idempotentes Element e in A, das nicht 
zu L gehört. Es gibt also Ideale aus A, die Z, aber nicht e enthalten; und unter diesen 
gibt es ein maximales M. Dann ist M + e ein von O0 verschiedenes idempotentes Element 
der Algebra A/M, das in jedem von O0 verschiedenen Ideal aus A/M enthalten ist. Man 
folgert, daß M + e [als Zentrumselement wegen (9. 1)] nur die O0 aus A/M annulliert, daß 
also M + e die Eins dieser Algebra A/M ist. Folglich ist A/M eine einfache Algebra, da 


ja die Eins in jedem von O0 verschiedenen Ideal liegt; und damit ist M als maximales 
Ideal von A erwiesen. Ein maximales Ideal, das nicht alle iddempotenten Elemente enthält, 
ist aber ein Punkt, d.h. M = m; und aus der Darstellung von A als Funktionenalgebra 
über T folgt sofort m? = M. Also gilt L < M = m“; und die Divisionsabgeschlossenheit 
von A folgt aus Satz 6.1. 


Bemerkung: Da man @ unabhängig von der Norm in A definieren kann, so zeigt 
Satz 11.2, daß die Norm ||a || von A bereits durch die übrigen Struktureigenschaften 
von A eindeutig bestimmt ist. 

Zusatz 11.3: Es gilt A= F(K, T) dann und nur dann, wenn Ill von A erfüllt wird. 

Dies folgt sofort aus der im $ 3 dargetanen Gültigkeit von Ill in F(K, T) in Ver- 
bindung mit den Sätzen 4.1, 11.2 und Lemma 11.1. 

Hauptsatz: Es sei K ein bewerteter Körper und A eine K-Algebra [im Sinne des $ 7). 

A. Dann und nur dann genügt A den Bedingungen 1* und II, wenn es einen lokal 
kompakten, null-dimensionalen topologischen Raum % derart gibt, daß A einer divisions- 
abgeschlossenen Teilalgebra von F(K,T) isomorph ist. 

B. Die folgenden Eigenschaften der K-Algebra A sind untereinander äquivalent: 

B.1. A ist einer Funktionenalgebra F(K,T) mit lokal kompaktem null-dimensio- 
nalem X isomorph. g 

B.2. A genügt den Bedingungen |, Il, 111. 

B.3. A genügt den Bedingungen 1*, II, Ill. 

Der Beweis von Aussage A ergibt sich durch Kombination von Zusatz 8.2 und 
Satz 11.2. — Der Beweis von Aussage B erfolgt durch Kombination von Satz 8. 1 und 
Zusatz 11.3. 
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Anhang: Die Potenzregel. 


Wir haben im $ 7 bei der Festlegung des Begriffes der normierten K-Algebra be- 
sonders auf die Regel 4 hingewiesen, da diese üblicherweise nicht gefordert wird. Wir 
wollen deshalb im folgenden der Betrachtung eine normierte K-Algebra A zugrunde 
legen, die allen in $ 7 aufgestellten Bedingungen mit möglicher Ausnahme dieser Regel 4 
genügen soll; und wir wollen untersuchen, wann in einer solchen normierten K-Algebra A 
diese Potenzregel 

(*) || | = || a" || für x in A und n >0 
gilt. 

Lemma A.1: Gilt die Potenzregel (*) in einem in A dichten Teilring U, so gilt (*) 
auch in ganz A. 

Beweis: Aus der Stetigkeit der Multiplikation folgt die der Potenzbildung in A. 
Aus der Stetigkeit der Norm folgt also, daß || x || eine stetige Funktion von z ist. Da 
|| x ||" ebenfalls eine stetige Funktion von x ist, so ist auch die Differenz || x" || — || = ||" 
eine stetige Funktion von x. Diese letzte Funktion verschwindet aber nach Voraus- 
setzung auf einer dichten Teilmenge von A, also überall, womit die Gültigkeit der Potenz- 
regel (*) in A dargetan ist. 

Lemma A. 2: Ist T die von den idempotenten Elementen aus A aufgespannte Teilalgebra, 
liegen alle idempotenten Elemente aus A im Zentrum von A, güt ||e || =1 für alle idem- 
potenten Elemente e +0 aus A, güt schließlich 


la +5 || = max [|la ||, || || 


für ab = 0 = ba erfüllende Elemente a, b aus T, so gilt die Potenzregel (*) in T. 


Beweis: Da die idempotenten Elemente sämtlich im Zentrum von A liegen, so haben 


die Elemente t aus 7 die Form t= £k,e, mit k, in K und e, = e& in A. Man zeigt, wie 
i=1 
üblich, daß man 0. B.d. A. ee,= 0 für j+i annehmen kann; und weiter kann man 


auch Ak, + k; für i + j voraussetzen. Ist +0, so können wir schließlich noch k,; + 0 
und e; +0 annehmen. Dann gilt aber 


r 
t" = Ike, 


i=1 
Hell = max... Pal, .]; 
||#* || = max [.. ., | |,...J=max[..„|%],...]= |ltlP, 


wie wir beweisen wollten. 

Aus den Lemmata A.4 und A.2 kann man schließlich unter Benutzung früherer 
Überlegungen [vgl. besonders die Beweise von (9. 4) und (9. 5)] leicht folgendes Resultat, 
herleiten. 

Satz A. 3: Ist die von den idempotenten Elementen aus A aufgespannte Teilalgebra T 
von A dicht in A, so sind die folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend für die 
Gültigkeit der Potenzregel (*) in A: 

(a) alle idempotenten Elemente liegen im Zentrum von A; 

(b) sind a, b Elemente aus A mit ab = ba = 0), so ist ||a + 5b || = max [|| a ||, || |]]; 

(6) au @®=e +0 folgt ||e || =1. 

Journal für Mathematik. Bd. 204. Heft 1/4 
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Normierte Funktionenalgebren. Il. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 


Von Volker Baumann in Frankfurt am Main. 





Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit denselben Strukturen wie die voran- 
gehende von R. Baer [1], nämlich mit normierten K-Algebren zwischen T(K,T) und 
F(K,%). Dabei bedeutet K einen bewerteten Körper, T einen lokal kompakten, null- 
dimensionalen 7,-Raum, F(K,T) die K-Algebra aller stetigen, im Unendlichen ver- 
schwindenden K-wertigen Funktionen über T, normiert durch die Maximumsnorm, 
T(K,X) die Teilalgebra der Treppenfunktionen aus F(K, T). 


In [1] wurde eine gewisse Klasse dieser Algebren, nämlich die ‚„divisionsabge- 
schlossenen‘“, charakterisiert; das sind Algebren V zwischen T(K,T) und F(K, T) derart, 
daß das von einem beliebigen Element v € V in V aufgespannte Ideal dieselben Idem- 
potente enthält wie das von v in F(K, T) aufgespannte Ideal. Als’ hinreichend und not- 
wendig für die Isomorphie einer normierten K-Algebra A zu einer divisionsabgeschlossenen 
Algebra zwischen T(K, T) und F(K, T) für geeignetes 7 erwiesen sich (vgl. in [1] den 
Hauptsatz des $ 11) die drei Bedingungen: 


(P) In A gilt die „Potenzregel“: ||a* || = ||a ||" für alle «€ A und alle natürlichen 
Zahlen n. 

(I*) Jedes maximale (zweiseitige K-) Ideal aus A, das die von den Idempotenten 
aus A erzeugte Teilalgebra 7T(A) nicht enthält, ist Kern eines stetigen Epimorphismus 
von A auf K. 


(II) T(A) liegt dicht in A. 


Hier soll nun die Eigenschaft (I*) durch eine gewisse topologische Eigenschaft, 
nämlich die „„A-Vollständigkeit‘‘ (vgl. Ill’) des bewerteten Körpers K ersetzt werden, die 
z.B. im Falle der Vollständigkeit von K vorliegt. Dies führt zu einer Charakterisierung 
der Klasse aller K-Algebren zwischen T(K,T) und F(K, X): (P), (II) und die A-Voll- 
ständigkeit sind notwendig und hinreichend dafür, daß A einer K-Algebra zwischen 
T(K, X) und F(K, T) für geeignetes T isomorph ist. Der Beweis ergibt sich im wesent- 
lichen aus dem Satz, daß jede normierte K-Algebra, die (P) erfüllt und von den in ihr 
liegenden Idempotenten erzeugt wird, isomorph ist zu der Funktionenalgebra T(K,T,) 
aller stetigen, im Unendlichen verschwindenden Treppenfunktionen über dem lokal 
kompakten, null-dimensionalen Strukturraum 7, ihrer maximalen Ideale. Der Satz 
gestattet überdies, jeder normierten K-Algebra A, die (P) erfüllt, einen lokal kompakten, 
null-dimensionalen Raum %, zuzuordnen, nämlich den Strukturraum der maximalen 
Ideale aus 7(A); dieser Raum ist charakteristisch für die Darstellbarkeit von A als 
Funktionenalgebra, falls A die Bedingung II erfüllt: Ist A für irgendeinen lokal kom- 
pakten (nicht notwendig Hausdorffschen) Raum T zu einer Teilalgebra von F(K, T) 

9g%* 
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‚isomorph, so ist sie auch isomorph zu einer Algebra zwischen T(K,T,) und F(K,T,). 
T, ist dann im wesentlichen ein Quotientenraum von T. Ich danke Herrn Prof. Baer 
für seine Anregungen und die freundliche Überlassung seines Manuskripts. 


$ 1. Von Idempotenten erzeugte Algebren. 


Es sei 7 eine normierte K-Algebra, die (P) erfüllt und von den in ihr enthaltenen 
Idempotenten erzeugt wird. 

(1) Jedes einseitige K-Ideal aus T wird von den in ihm enthaltenen Idempotenten 
aufgespannt und ist zweiseitig. 

Beweis: Es sei J ein einseitiges K-Ideal aus T. Liegen e,, &, ..., &, in J, so auch 


trivialerweise t= $k,e,(k; € K). Andrerseits läßt sich jedes Element t€ 7 nach [1], 
i=1 n ”r . . 
(9. 2), in der Form t = Sk,;e, darstellen, wobei O+k,€K und ge, = E an ni }. 
i=1 i | 

Liegt nun t in J, so auch "te, =, =kj'eat, i=1,2,...,n. Da die Idempotente 
aus T nach [1], (9. 1), im Zentrum von 7 liegen, ist J ein zweiseitiges Ideal. 

(2) /st M ein maximales K-Ideal aus T, so liegt mit zwei Idempotenten auch ihr 
Produkt nicht in M. | 

Beweis: Es sei e =&$M und , = &$M. Da wegen [1], (9. 1), e, im Zen- 
trum von T liegt, und M maximal ist, wird ”’= M + Te, + Ke,, also insbesondere 
&€M + Te, + Ke, und damit , =&€ M + Te,& + Ke,e,. Läge nun e,e, in M, so 
auch e, gegen Voraussetzung. 

Lemma 3. Jedes maximale K-Ideal M aus T ist Kern eines beschränkten K-Epi- 


morphismus von T auf K. 
N, 0 _ fi, falls e$ M a 
Beweis: Für e=e&€T sei e-(, falls er wobei DEK und 1EK. Es 


gilt dann: 
(a) Aus Sk =0 folgt Zu =0 wobei hEK und gs =EKET. 
i=1 


i=1 


Liegen e,, &3,...,e&„ in M, so ist (a) sicher richtig. Liegt mindestens eines der e; nicht in M, 


dann wird einerseits I k,e = 5 k,. Andrerseits folgt aus I k,e, = 0, daß 
i=1 se M i-1 


0- (Zi) ne=(z%) Ta+( Zi) Ile, 


i=1 e6M € M s&M seM sgM 
da die Elemente e, idempotent sind und nach [1], (9. 1), im Zentrum von 7 liegen. Der 
zweite Summand der rechten Seite liegt in M, das Produkt J7e, wegen (2) nicht in M, 
also ist Sk, =0. cM 

us€M 


Wegen (a) wird die Zuordnung o durch folgende Vorschrift eindeutig auf ganz 7 
erweitert: ( Zi) = Ekhd, wobei k& K und ET. o ist nach dieser Definition 
i=1 i=1 


additiv und X-multiplikativ. o ist multiplikativ; denn nach (2) ist (e,e,)’ = ee für alle 
Idempotenten e,, e, aus 7. Weiter ist o eine Abbildung auf X; denn wegen T + M gibt 
es mindestens ein Idempotent aus 7, das nicht in M liegt und damit durch a in die 
Körpereins übergeht. Aus (1) folgt schließlich, daß M der Kern von o ist. 
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n 
It t= Zkie,, O+Kk,EK, eine Darstellung des Elementes t€ 7 durch paar- 
i=1 
weise orthogonale Idempotente e, aus 7, so folgt einerseits aus der Potenzregel (P) 


bewiesen. 
Aus Lemma 3 folgt, daß 7T die Bedingung I* erfüllt. 7 erfüllt auch trivialerweise 
die Bedingung II. Damit ergibt der Hauptsatz des $ 11 aus [1] den 


Satz 4. Ist T eine normierte K-Algebra mit der Eigenschaft (P), die von den in ihr 
liegenden Idempo enten erzeugt wird, so ist T isomorph zu der Funktionenalgebra T(K, T,); 
dabei ist T, der lokal kompakte, nulldimensionale Strukturraum der maximalen K-Ideale 
aus T. 

Unter ‚„Isomorphismus‘“ soll immer wie in [1] ein normtreuer algebraischer ÄX-Iso- 
morphismus verstanden werden. 


$ 2. Die A-Vollständigkeit des Körpers K. 


Es sei weiterhin A eine normierte K-Algebra, die (P) genügt, und 7(A) die von 
den Idempotenten aus A erzeugte Teilalgebra. Auf T(A) können wir den Satz 4 anwenden; 
im Folgenden soll 7(A) mit der gemäß Satz 4 zu ihr isomorphen Funktionenalgebra 
T(K, T,) identifiziert werden. 

Die Forderung der „‚A-Vollständigkeit‘‘ des bewerteten Körpers K, die am Anfang 
erwähnt wurde, lautet: 

(III) Wenn die Folge {t,}, € T(A), gegen ein Element aus A konvergiert, so 
konvergiert die Cauchy-Folge {tf} für jeden Epimorphismus o von T(A) auf K (oder 
gleichwertig: {t;(p)} für jeden Punkt p aus T,). 

(5) Genügt A der Bedingung Il, so gilt: A erfüllt III’ genau dann, wenn A einer 
Funktionenalgebra zwischen T(K,T,) und F(K, T,) isomorph ist. 

Beweis: Ist A isomorph zu einer Funktionenalgebra zwischen T(K,T,) und 
F(K,%,) und {t,}, ,€ T7(A) = T(K,T,), eine Folge, die gegen a € A konvergiert, so 
konvergiert t;(p) gegen a(p) für jeden Punkt p€ T,; also erfüllt A die Bedingung III’. 
Andererseits folgt aus II, daß zu jedem a€ A eine Folge {1,}, 1, € T(A), existiert, für die 
lim , = a ist. Die Vorschrift &: a*(p) = lim t;(p) definiert, falls A der Bedingung III’ 
genügt, eine K-wertige Funktion a* über 7,, die offensichtlich von der Auswahl der 
gegen a konvergierenden Folge {t,} unabhängig ist. a* ist als gleichmäßiger Limes stetiger 
im Unendlichen verschwindender K-wertiger Funktionen über T, ein Element aus 
F(K, %,). Die Abbildung « ist norm-, summen- und produkttreu, also ein Isomorphismus 
von A in F(K,T,). Da A> T(A), ist A*> T(K, %,). 

Um wie in [1] unter den Algebren zwischen T(K,T) und F(K,T) die Algebra 
F(K,T) auszeichnen zu können, formulieren wir analog der „Vollständigkeit von A 
bezüglich K“ ([1], Bedingung III in $ 8) die Eigenschaft 

(111’’) Die Folge {t,}, t,€ T(A), konvergiert gegen ein Element aus A, wenn 

(a) die Folge {t,} eine Cauchy-Folge ist, und 

(b) die Folge {t}} für jeden Epimorphismus o von T auf K (oder gleichwertig: 
{t(p)} für jeden Punkt p aus T,) konvergiert. 
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Der Übergang von III zu III” besteht darin, daß man die in III auftretenden 
Epimorphismen, deren Existenz nach der Elimination von I* nicht mehr für jedes max;i- 
male X-Ideal aus A gesichert ist, durch Epimorphismen von 7(A) auf K ersetzt, die 
nach Lemma 3 hinreichend vorhanden sind. Der Hauptsatz des $ 11 in [1] läßt sich nun 
neu fassen, indem man im wesentlichen die Bedingungen 1* bzw. II aus [1] durch die beiden 
relativen Vollständigkeitseigenschaften III’ bzw. III”, sowie T durch T, ersetzt: 


Hauptsatz: Es sei K ein bewerteter Körper und A eine normierte K-Algebra mit 
Eigenschaft (P), T(A) die von den Idempotenten aus A erzeugte Teilalgebra, I, der lokal 
kompakte, null-dimensionale Strukturraum der maximalen K-Ideale aus T(A). 


(A’) A genügt genau dann den Bedingungen 11 und III’, wenn A zu einer Funktionen- 
algebra zwischen T(K,%,) und F(K,T,) isomorph ist. 

(B’) A genügt genau dann den Bedingungen II, III’, III’, wenn A isomorph zu 
F(K,T,) ist. 

Beweis von (A'): Da nach Satz 4.1. aus [1] jede Algebra zwischen 7(K,T,) und 
F(K,X,) die Bedingung II erfüllt, erfüllt diese wegen (5) auch die Bedingung III’. Wenn 
A andrerseits die Eigenschaften II und III’ besitzt, ergibt (5) die Isomorphie von A zu 
einer Funktionenalgebra zwischen T(K, T,) und F(K, T,). 


Beweis von (B'): Ist A isomorph zu F(K, T,), so erfüllt A nach [1], Satz 8. 1., die 
Bedingungen I*, II und III, also wegen (5) auch III’. Die Bedingung III’ ist ein Spezial- 
fall der „Vollständigkeit bezüglich X“, die in [1] am Ende des $3 für F(K, T), T lokal 
kompakt und null-dimensional, nachgewiesen wurde. Nehmen wir umgekehrt II und III’ 


als erfüllt an, so ist A nach (A’) einer Algebra zwischen T(K,T,) und F(K, T,) isomorph. 
Ist f eine Funktion aus F(K, T,), so wird sie wegen [1], (4. 1), durch eine Folge {t,} von 
Treppenfunktionen gleichmäßig approximiert. Für jeden Punkt p aus 7, gilt dann 
lim i,(p) = f(p). Die Folge der t,, aufgefaßt als Elemente von 7(A), konvergiert also 


i>o 


wegen III’ gegen ein Element a aus A. Das Bild dieses Elementes a ist aber gerade f. 
A ist isomorph zu F(K,T,). 


Bemerkung: Die Bedingung III’ ist die Umkehrung der Bedingung III”. III’ stellt 
eine Vollständigkeitsforderung an X, III’’ eine Vollständigkeitsforderung an A. Ist X 
speziell vollständig, so ist III’ erfüllt, und III’ geht — unter Berücksichtigung von II — 
in die Forderung der Vollständigkeit von A über. 


Ein Vergleich des Hauptsatzes mit dem aus [1], $ 11, ergibt u. a.: Eine normierte 
K-Algebra A mit den Eigenschaften (P), II, III’ und III’ hat auch die „Stonesche‘“ 
Eigenschaft I ([4], $8): Jedes maximale X-Ideal aus A ist Kern eines stetigen Epi- 
morphismus von A auf K. 


Der Vergleich der beiden Hauptsätze führt weiter zu der Frage, inwieweit 7,, der 
Strukturraum der maximalen X-Ideale aus 7(A), für die Darstellbarkeit von A als 
Funktionenalgebra charakteristisch ist. Ist für einen lokal kompakten, null-dimensionalen 
Raum T — der wie in [1] ein 7,-Raum sein möge — die normierte K-Algebra A zu einer 
Algebra zwischen T(K,T) und F(K,T) isomorph, so ist 7(A) isomorph zu T(K,T). 
Wegen der Folgerung 6.4 in [1] ist dann T zu %, homöomorph. Dadurch ergibt sich 
insbesondere mittels der Behauptungen (A) und (A’) der beiden Hauptsätze die Äqui- 
valenz der Bedingungen I*, II mit III’, II und der Divisionsabgeschlossenheit der Algebra | 
als Funktionenalgebra über T,, sowie mittels (B) und (B’) die Ausiynlans der Bedin- 
gungen 1*, II, III mit III’, II, III". 
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Ist A für einen lokal kompakten Raum 7 zu einer Teilalgebra A° von F(K,.T) 
isomorph, ohne daß T(K,T) in A” enthalten und A* divisionsabgeschlossen ist, so ist 
i. a. T nicht homöomorph zu 7, selbst wenn 7 null-dimensional ist. Daß aber auch dann A 
als Funktionenalgebra zwischen T(K,T,) und F(K,Z,) darstellbar ist — falls A die 
Bedingung II erfüllt —, soll im folgenden Paragraphen nachgewiesen werden. 


$ 3. Funktionenalgebren über lokal kompakten Räumen. 


Es sei T ein lokal kompakter Raum; wir setzen nicht voraus, daß T einem Tren- 
nungsaxiom genügt. Es sei weiter A eine Teilalgebra von F(K, T), die der Bedingung II 
genügt; als Teilalgebra von F(K,T) hat A die Eigenschaft (P). 

Für eine Funktion t aus T(A) bezeichne N(t) die Menge aller Punkte aus T, in 
denen £ nicht verschwindet. Einem maximalen K-Ideal M aus 7(A) ordnen wir die 
Menge R(M) = NnN(e) zu; dabei wird der Durchschnitt über alle Idempotente e aus 

e&M 


T(A) genommen, die nicht in M liegen. 

(6) N(M) ist für alle maximalen K-Ideale M aus T(A) nicht leer. 

Beweis: Ist e ein idempotentes Element aus 7T(A), so ist N(e) abgeschlossen und 
kompakt, da die Funktionen aus F(K, T) im Unendlichen verschwinden und die Funktion 
e nur die Werte 0 oder 4 annehmen kann. Bezeichnen wir mit e, ein festes idempotentes 
Element aus 7(A), das nicht in M liegt, so ist N(e,) n N(e) für alle nicht in M liegenden 
Idempotente e abgeschlossen; NRte) = r( I e) ist für beliebige, nicht in M liegende 

i=0 


i=0 


Idempotente e,, €, . . ., & nicht leer, da nach (2) 77 e; #0 gilt. Die Mengen N(e,) " R(e), 


i=0 
T(A)3e=e2$M, sind also abgeschlossene Teilmengen der kompakten Menge N(e,) 
derart, daß der Durchschnitt je endlich vieler dieser Mengen nicht leer ist. Somit ist 
auch N (Re) nNe))=NN(e) = N(M) nicht leer. 
egM ecM 


(7) Ist M ein maximales K-Ideal aus T(A), so ist 

a) M = R(M)” und 

b) jedes t€ T(A) über N(M) konstant. 

Dabei bezeichnen wir mit M” für M<T das K-Ideal der über M verschwindenden 
Elemente aus 7(A). 

Beweis: a) Ist e ein nicht in M liegendes Idempotent aus T(A), so wird e (N(M))=1 
nach Definition von N(M), also e$R(M)”. Da M maximal ist, folgt aus (1) die Be- 
hauptung. b) Ist e ein Idempotent aus M, so ist wegen a) e(R(M))= 0. Da T(A) von 
den in ihm enthaltenen Idempotenten aufgespannt wird, ist also auch b) richtig. 

Aus (7) folgt insbesondere, daß für einen beliebigen Epimorphismus o von T(A) 
auf K stets 1° = t(N(M)) wird, wobei M der Kern von o ist. A erfüllt also die Bedingung 
II’, und es folgt aus (5): 

(8) A ist isomorph zu einer Algebra zwischen T(K,T,) und F(K, T,). 

Abschließend soll noch auf die Frage eingegangen werden, welche Beziehung 
zwischen dem lokal kompakten Raum T und dem Raum 7, besteht. Es wird sich dabei 
nochmals ein Beweis von (8) ergeben, der (5) nicht benutzt. 

Es sei 8B= {p€T:p”= T(A)}, d.h. die Menge aller Punkte aus T, über denen 
alle Funktionen aus 7(A) verschwinden, und T’ = T — ® mit der durch T induzierten 
Topologie. 





Baumann, Normierte Funktionenalgebren. II. 


(9) Die Mengen R(M), M maximales K-Ideal aus T(A), überdecken T' schlicht. 


Beweis: Es sei p ein Punkt aus T. Das Ideal M = p” ist ein maximales Ideal aus 
T(A), da es Kern des Epimorphismus {> t(p) von T(A) auf K ist, und p ER(M). Ist p 
ein Punkt aus N(M,) n R(M,), wobei M, und M, zwei verschiedene maximale Ideale 
aus 7T(A) sind, so wird p?> M,v M,. Da M, v M, ganz T(A) aufspannt, liegt p in %, 
also nicht in T. 

Der schlichten Überdeckung von T’ durch die Mengen N(M) entspricht eine Äqui- 
valenzrelation R über T’, deren Äquivalenzklassen gerade die Mengen N(M) sind; wegen 
(7) läßt sich R folgendermaßen formulieren: 


pP „ q genau dann, wenn p”= q”. 

(10) Z, ist homöomorph zu dem Quotientenraum T, = Se 

Beweis: Die Zuordnung M—>NR(M) bildet T, eineindeutig auf T, ab; im folgenden 
soll der Träger von T, mit dem von 7, identifiziert werden. Die Topologie von 7, wird 
als Hüllentopologie definiert (vgl. [1], $ 410): Ist M eine Teilmenge und N ein Punkt 
von %,, so gehört N genau dann zu M, falls N>NM ist. M ist also in T, genau dann 
abgeschlossen, wenn MER 

(x) aus N>nNM folgt, daß NEM gilt. 

MER 

Nach der Definition der Quotiententopologie (vgl. etwa N. Bourbaki, El&ments de 
Mathematique, Livre III, Chap. I) ist eine Menge M aus T, genau dann abgeschlossen, 
wenn folgendes gilt: 

(y) UN(M) ist eine abgeschlossene Teilmenge von T. 

MER 
a) Es sei M eine abgeschlossene Teilmenge von T, und p €U N(M). Nach (9) gibt es 
MER 
ein maximales Ideal N, für dasp EN(N) gilt. Ist € T(A) und . U Ra = (), s0 wegen 
MER 
der Stetigkeit von t auch {(p) = (0 und damit nach (7) N>nM. Wegen (x) gehört N 
MER 


zu M, also pPEN(N)Z<UN(M). M ist somit nach (y) in T, abgeschlossen. 
MEM 


b) Ist M eine abgeschlossene Teilmenge von T, und N ein nicht in M liegender 
Punkt aus 7,, so wollen wir zeigen, daß N > nM ist; dann ist M nach (x) auch in Z, 
abgeschlossen. BIER 


Es sei e, ein nicht in (dem Ideal) N liegendes Idempotent aus 7(A) und 
D = Ne) Mn UN(M); N(e,) ist (vgl. den Beweis von (6)) eine abgeschlossene und kom- 
MER 


pakte Teilmenge von T, die ganz in T’ enthalten ist, also eine (in 7’) abgeschlossene und 


kompakte Teilmenge von T’; UN(M) ist wegen (y) eine abgeschlossene Teilmenge von 
MER 
T'; deshalb ist D eine kompakte Teilmenge von 7’. Zu jedem Punkt p aus D gibt es 


wegen (9) ein M, aus M mit pe R(M,). Da N nicht in M liegen sollte, also von allen M, 
verschieden ist, liegt in jedem M, nach (1) ein idempotentes Element e,, das nicht in N 
liegt. T’— N(e,) ist eine offene Teilmenge von 7’, die wegen (7) p enthält. Somit gibt 
es endlich viele Punkte aus ®, etwa p,, P,,.. ., P„ derart, daß 


U (Ü—NR(e,))> D, also U (T —Re,)) vo (TR) ZURM). 
i=1 i=1 € 
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Da nach der Definition der Mengen R(t) das Element e, über T— N(e,) und ey, über 


I — N(e,,) verschwindet, wird für das Element e = e, IT e,, einerseits e( UNR(M )) =(, 
i=1 MEN 
d.h. nach (7): een M. Da &,, &,3- en nicht in N liegen, liegt andrerseits nach (2) 
MEM 
auch e nicht in N. 


Nach (10) ist T, homöomorph zu # und nach (7) sind die Elemente aus 7(A), 


also wegen II auch die Elemente aus A auf den Klassen N(M) der Relation R konstant. 
Somit ergibt sich nun (8) ohne Benutzung von (5); der nachzuweisende Isomorphismus & 
wird durch a*(M) = a(N(M)), a€ A und M €T,, geliefert. 


Satz 11: /st T ein lokal kompakter Raum und A eine (K-)Teilalgebra von F(K,T), 
die II erfüllt, so ist A isomorph zu einer (K-)Algebra zwischen T(K,T,) und F(K,T,). 


Diese Isomorphie wird induziert durch eine Homöomorphie von a R wi zu T,. 


Dabei ist B = fp€eT:p” = T(A)} und R die Relation: p x 9 genau dann, wenn 
p’=q’, p und q aus T—®. 

Die Bedeutung des Strukturraums 7, der maximalen Ä-Ideale aus 7(A) für die 
Darstellbarkeit einer normierten, II erfüllenden KX-Algebra A als Funktionenalgebra 
ergibt sich aus der negativen Formulierung des Satzes 11: Ist A nicht als Teilalgebra 
von F(K, %,) darstellbar, so gibt es keinen lokal kompakten Raum T, für den A zu einer 
Teilalgebra von F(K, T) isomorph wäre. 
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Some groups of transformations defined byJordan algebras. II. 


Groups of type F, '). 


‚To Wolfgang Krull on his 60% birthday. 


By N. Jacobson at New Haven (U.S.A.). 





The principal objective of this paper is the study of one of the types of linear groups 
defined in I [15]: the groups of automorphisms of central simple exceptional Jordan 
algebras. This can also be considered as the second step in a program of studying 
“exceptional” linear groups analogous to the exceptional simple Lie groups via non-asso- 
ciative algebras. The first step in this program has been taken in another paper ([13]) in 
which we studied the counterparts of the Lie groups of type G, as groups of auto- 
morphisms of Cayley algebras. In an analogous fashion the present paper deals with 
the counterparts of the Lie group F, as groups of automorphisms of exceptional Jordan 
algebras. 

An exceptional Jordan algebra may be a division algebra in a certain sense. Such 
algebras are excluded from our considerations. On the other hand, most of our results 
are valid for arbitrary reduced (non-division) exceptional simple Jordan algebras %. We 
prove simplieity of the group of automorphisms of any $% containing non-zero nilpotent 
elements. This condition on $% is the analogue of Dieudonne’s condition that the Witt 
index is positive for orthogonal and unitary groups. The algebras satisfying the condition 
include the so-called split exceptional Jordan algebras. It has been shown by Seligman 
that the groups of automorphisms of the split exceptional Jordan algebras are the 
groups of type F, which have been defined by Chevalley ([7]). 


A number of results are treated in somewhat greater detail than is strietly necessary 
for the structure theory, since these appear to be of some interest on their own. These 
are: a discussion of the triality principle for arbitrary Cayley algebras®) and an extension 
of this to certain nine dimensional spaces. 


Throughout the paper the term “algebra” will be synonymous with “finite dimen- 
sional algebra over a field of characteristic + 2, 3.” The restrietion: characteristic + 3 
is used only in a few places and so one suspects that it may be easy to drop this. We have 
therefore indicated explicitly the places where this is used. 


ı) This research was supported by the United States Air Force through the Air Force Office of Scientific 
Research of the Air Research and Development Command under Contract No. AF 49 (C 38) 515. Reproduction 
in whole or in part is permitted for any purpose of the United States Government. 

2) The case of split Cayley algebras is considered in Chevalley [6] and the case of the Cayley division algebra 
over the field of real numbers is discussed in Freudenthal [10]. 
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1. Jordan algebras of symmetrie bilinear forms and Clifford algebras. 


Let M be a vector space over a field ® equipped with a non-degenerate symmetric 
bilinear form (z, %). We consider the algebra A = B1 @ M determined by (z, y) by the 
rules that 1 is the identity of W, and for x, y in M the product x - y is given by 


(1) zy=(z,y)1. 


The algebra 4 is a Jordan algebra which is called the Jordan algebra of the bilinear form 
(z, y) in M (I, p. 184 and p. 187). We assume throughout that dim M > 1, which implies 
that A is central simple. Fa=E+r(=£21+x),E£ind, x in M, the generic trace 
and norm of a are respectively 


(2) T(a)=2$, Nia)=&®*—(a,2). 


The group L(X) introduced in I is the group of 1 — 1 linear mappings n of X onto X such 
that N(a”) = N(a), a€W. In the present case this is just the orthogonal group O(X, N) 
of the space 4 relative to the quadratic form N or relative to the associated bilinear form 
HN(a+b)— N(a)— N(b))= EL —(z,y) frra=E+2,b=C+ y°). The subgroup 
G(A) of L(A) is the group of automorphisms of U. This is the set of elements of Z which 
satisfy 1” = 1. Since M = (O1)! it is clear that an automorphism maps M into itself and so 
is an orthogonal transformation in M relative to (z, y). Conversely, if nEO(M, (z, y)) 
then the linear extension of n to W satisfying 1” = 1 is an automorphism. In this way 
we obtain an identification of G(A) with O(M, (z, y)). We remark also that if X is any 
vector space with a non-degenerate symmetric bilinear form, then we can choose a 
suitable multiple of this form and obtain a vector 1 of length 1. Then we may write 
A= DLBEM where M = (D1)! and we can consider the given quadratic form 
N(a) = N(a,a) as the norm form of the Jordan algebra of M relative to — N (z,y). 
Hence the norm forms N(a) are essentially arbitrary (non-degenerate) quadratic forms. 


If a is an element of a Jordan algebra then the operator U, is defined as 2R? — R,. 
where A, is bu mapping > x a. If X is central simple the linear transformations 


of the form II U, „ where the a, € X and /IN(a,) = 1 are in L(N). These form a subgroup 


L,(A) of LM) called the reduced norm preserving (n. p.) subgroup of the n. p. group 
L(A). Now assume A= BLE@M as before and let 5 be an element of A such that 
N(b) #0. Then V, = N(b)-! U,= $,S, where $, denotes the symmetry in 4 (relative 
to N) determined by the non-isotropic vector x (that is, with respect to the hyperplane 


orthogonal to x). It follows from this that every rotation of X has the form ]7 V,, where 
1 
the N(b,) #0 (I, p.187). It follows also that Z,(N) is the so-called reduced BEE 


rg‘ ra, N), which can be defined as the set ‚rA PO of the form u S,, such 
that m N (c,) is a square, or equally well, such that 2 N(e) =1. 
Let zeM. Then 1U,=(z2,2)1=—N(z)1, zu, = — N(z) x and yU,= N(z) y 


fyEeM and yı x. Hence if N(z) +0 then V, = N(x)-!U, induces the symmetry S, 
determined by x in M and maps 1 into — 1. This implies that u. slomokpiieins of A 


which induce rotations in M can be characterized as the mapping n V,, such that z, EM 


®) Throughout the paper we use quadratic forms and their associated bilinear forms interchangeably. 
10* 
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and N (z;) # 0. The automorphisms which induce the RK”; of the oje orthogonal 
group O'(M, (x, y)) can be characterized as the mappings n U eM, n N(z) =1. 


We consider next the Clifford algebras C (A, N) and C em, (z, y) )) defined by N (a, b) 
and (x, y) respectively (Chevalley [6], Artin [4] p. 186). We denote the identity elements 
of C(A, N) and C(M, (x, y)) by I and 1 respectively and we identify A and M as usual 
with the corresponding subspaces of C(A, N) and C (M, (x, y)). Also we shall identify 
with the subspace D1 + M of C(M, (x, y)). Let C*(W, N) denote the subalgebra of 
even elements of C(W, N) *). Then C*(W, N) is generated by the even elements 12, zEM. 
Sine 11 M, 

(3) (12?=— N(z)I=(z,2)1 


This implies that we have an isomorphism e of C*(X, N) onto C(M, (x, y)) such that 
(4) dAay=2, #4. 


Ha=!1+r, zeM, is in the subspace A of C(A, N) then in C(W, N) we have 
1a=£1?+41r=£1+ 1x. Hence 1a €C*(A, N) and 


(5) la" =fil+ı=a 


where a is in the subspace A = D1 +M of C(M, (z, y)). 

We recall the definition of the Clifford group /'(W, N) as the multiplicative 
group of elements c of C(W, N) such that e-!Ac<NA. We also have the subgroup 
T*(X, N) = T(A, N) nC*(W, N) and the reduced Clifford group IS(U, N) defined as the 
subset of I*(W, N) of elements of norm one (Chevalley [6] p. 52). If cE Z'(WX, N) then the 
mapping a>c-!ac of X is an orthogonal transformation x(c).. Tha mapping c— x(ec) 
is a representation of I'(X, N). Since the only even elements in the center of C(W, N) 
are the elements of ®1 it follows that the kernel of the restrietion of x to Z(W, N) is the 
set of non-zero elements of ®I. This implies that the kernel of the restrietion of x to 
US (A, N) consists of the two elements I, — I. It is known also that the image of T$ (A, N) 
under x is the reduced orthogonal group 0’(A, N) = L,(W). The formula 


N (a, b) 
N (b) 


for a,bEA, N(b)+0 implies that (15)*(= y(1b))= S,,=V,. IF n€O’(A, N), 
n=U,U,''' U,, = 5,5,5,5,°°° 5,9, 


(6) bıab=—a+2 b=—.aS, 


where J7N(b,) =1; hence (15,15, --15,)*= n. Since 1b,1b, ---1b,E T5(A, N), it 
1 

follows from this and the fact that the kernel of x on TS (A, N) is + I that TS(N, N) 

is the set of elements of the form 15,15, ---A1b, of C*(WU, N) where the b,€EW and 

mNb)=1. 

1 


Similar considerations apply to TS(M, (x, y)) and these show that this group 
consists of the set of elements of C(M, (x, y)) of the form x,25 * * * xgr where the z, EM 


2r a run Fr we 
and IT (% 2) =1. We have (2° ,"=5,5,°'8,, = U, U,’ U, where 


the S, and U, are restrietions to M of S,, U, defined in W. 


*) In this paper the term “subalgebra generated by a set 5” will mean the smallest subalgebra containing 5 
and 1; “subalgebra strictly generated by 8” will mean the smallest subalgebra containing $. 
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2. Cayley algebras. 


In this section we collect the results on Cayley algebras which will be needed in 
the sequel. Most of the results stated without proof can be found in Jacobson [13]. 


Let € be a (generalized) Cayley algebra over the field ®. We have the usual in- 
volution z: a> a in € and we write N(a) = aa = aa. Then N(a) is a quadratic form on 
the eight dimensional space € permitting composition: N(ab) = N(a) N(b) and the 
associated bilinear form N (a, b) = $[N(a + b) — N(a) — N(b)] = $(ab + ba) is non- 
degenerate. Let €, = (®1)! be the space of skew elements of € and write a,, a, for 
the left and right multiplications in € determined by a €. The algebra € is alternative, 
that is, the associator (a, b, c) = (ab) c — a(be) is an alternating function of its arguments. 
We obtain a standard generation of € as follows. Let i be any non-isotropie element, 
of &,. Then ®[i] is a commutative, associative semi-simple two dimensional algebra. 
Next choose a non-isotropie j € Ö[i]*. Then ij = — ji and the subalgebra O[i, j] generated 
by i and j is a (generalized) quaternion algebra. Finally, let ! be a non-isotropic element, 
of D[i, j#. Then the subalgebra Ö[i, j, 1] generated by i, j, lis € and every element of & 
can be written in one and only one way in the form a + bl,a,b€EO[i,j]l. EI? = ul #0 
then the multiplication in € is given by 


(7) (a+ bl) (c+dl) = (ac -+ udb) + (da + be) 1 
it c,dedfi, j]. 


If we introduce the composition a :b = %(ab + ba) in € we obtain a Jordan 
algebra E+. If z€ €, then =? = — N(z)1, which shows that € is the Jordan 
algebra of the bilinear form — N(z,y) in €,. The generic trace and norm of 
a=&+ x in E* are respectively 2£ and & + N(x) = aa, so that these coincide 
with the trace and norm as defined in €. The multiplicationbyainC*+is A, = $(a,+ a,). 
If we use the fact that any two elements of & generate an associative algebra we can 
verify that bU, = aba (= (ab)a = a(ba)). Thus U, = a,a, = aza,. The results quoted 
in the last section show that the rotation group in € (relative to N) is generated by the 
mappings V, = N (b)-"U, with N(b) + 0 and the reduced orthogonal group O'(E, N) is 


the set of mappings 7 = U,U, *'* U,, such that 7 N(b) =1. 
1 


We recall the following relations for N (a, b): 


(8) N(ab,c) = N(a,cb), N(ab,c) = N(b, ae) 
N (a, b) = N (a, b). 


’ 


Hence N (ac, be) = N(e) N(a, b), N(ca, cb) = N(e) N(a, b). We recall that a linear trans- 
formation A in a vector space with a bilinear form N (a, b) is called a similitude of ratio « 
if N(aA) = aN(a) where x + 0 is independent of a. It is easy to see that this implies 
that (det A)? = a", n the dimensionality, so that ff n = 2» then dt A= + or. A is 
called proper if det A = a’. In the case of € the condition is that det A = at. The 
relations above show that if N(c) + O then c, and c, are similitudes of ratio N (c). We 
proceed to show that these.are proper by proving the following 


Lemma 1. The characteristic polynomial of c,(cz) is (A? — T(c) A+ N(e))*. 


Proof. By subtracting a multiple of 1 from c we obtain an element of &,. It suffices 
to prove the result for elements of this type so we may assume € = — c. Since the result 
to be established is a polynomial identity in the coordinates of c we may assume N (c) #0. 
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_ Then we ınay take c = i where i, j, l are canonical generators for €. Then € hasthe basis 
(1, i, j, ij, l, dl, jl, (ij) I). If i® = & then i, has the matrix 


©) dag {0,0,0,— 0}, @= (5 0)- 


Hence the characteristic polynomial of c, = i, is (A? — o)*. Similarly, the matrix of c, 
relative to our basis is diag {(Q,— 0, — 0,0} so that again the characteristic poly- 
nomial is (A? — a)*. 

This result implies that det c, = N(c)* and det c, = N (c)*, which shows that c, 
and c, are proper similitudes when N(c) #0. 

It is known that the mappings > x,, 2>x,, x€€,, define two inequivalent 
irreducible representations 0,, 0% of the Clifford algebra C (E,, — N(x, y)) acting on C 
and that C (EC, — N(z,y))z ®,® ®, a direct sum of two complete eight rowed matrix 
algebras over ® (Jacobson [11] p. 58). If we apply the isomorphism e of C*(€, N) onto 
C(&,, — N) we obtain inequivalent irreducible representations 0, = £0,, 0% = £0, of 
C*(€, N) and, by restrietion, representations o; of T%(€, N). The induced representations 
0, of T5(E, N) are inequivalent and irreducible (Chevalley [6] p. 57). Any element u of 


TS(€, N) has the form u =14b,1b,---1b,, b,€EE, IITN(b) =1 and u" =b,b,.*-b,, 
so that . 

(10) u® = b,,'""b,r, ur =bur''"dir- 
We recall also that for the representation x defined in $1 we have 

(11) u* = U,, U,, hr U, 

We can now prove the following “triality principle” connecting the three repre- 
sentations %, O1, 02: 

Theorem 1. /f ve TS(E, N) then 

(12) (ab) u* = (au“) (bu®) 
holds for all a, b €. Conversely, suppose A,, Aa, As are any orthogonal transformations in & 
(relative to N) such that 

(13) (ab) A, = (aA,) (bA,) 
then there exists a unique u€T%(E, N) such that A, = u*, A, = u", A, = u®*. 

Proof. We recall Moufang’s identity: c(ab) ce = (ca) (be), which can be re-written 
as (ab)U, = (ac,) (bc,). Iteration of this gives 

(14) (ab) U, ** U,, = (ab,,°**b,,) (bbir'""brn); 


which, by (10) and (11), is the required relation (12) for u = 15,15, -15,, IN(b) =1. 
We note next that if A, is any rotation in € then there exist proper similitudes A,, A; 
determined up to scalar factors satisfying (13). Thus we may write A, =V,V,°'"V,, 


where V, = N(b,)-"U,, and Moufang’s identity shows that A, = II N(b,)-"b,, ‘'"b,;; 
i i 1 


A; = br‘ b,r satisfy (13).-The result noted before shows that these are proper simi- 
litudes. Since (13) implies that (ab) A,' =(aA;') (bA;'), to prove the assertion on the 
uniqueness of A, and A, it suffices to take A, = 1. Then we have ab = (aA,) (bA,). 
This gives 14, = g, 1A, = q', A, = 9%, As = q;". Hence (ag) (g”'b) = ab or 
(ag) b = a(gb). Since the nucleus of € is ©1 this implias that g = Bl €E Ol and A, =Pl, 
A, = ß-!1 as required. We prove next that if A, is orthogonal of determinant — 1 then 
no similitudes A,, A, satisfying (13) exist. It suffices to show this for A, =. Then the 
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condition is ab = (aA,) (bA,). Then 14,=gq, 14, = g7!, a4, = ag, bA, = g-:b so 


that ba = (a4) (gb). Hence ba = (ag) (q”"b), or (gb)a=(ag)b. Then ga = ag and 
q = PA which implies that ba = ab for all a, b. This is impossible and so no A,, A, can be 
found for x. Now let A,, A,, A, be any three orthogonal ee satisfying (13). 


Then A, is arotation. Hence we must have A, = V,'V,,A,=ß 1; N(b)-!b,, ‘br 

4, = Pin -++b,r- Since A, is orthogonal and is a similitude of ratio 8? 1 N (b,) 

we have IN) = Pr Then A,=V, VW, = IN ıU,, -U,=DU,' 9 
r+1 


where RER = ßB- 14 and II N(b,) = 1 and A, = BIIN(b)- u =r b,ı = bir Fat b,+1,13 
1 
A, =bir''"b,;ı,r- Thus A, €0’ and A,, A,, A, have the required form, that is, 


r+1 
A, =u*, A,=u®, A,=u* for u=4b,:--1b,,, where JI N(b,) =1. It is known 
1 


that the algebra C*(€, N) is semi-simple and has at most two simple components (Chevalley 
[6] p. 44), and therefore at most two inequivalent irreducible representations. On the 
other hand, o, and 0, are two such representations. It follows that u* = v%, u® = v 
for u, v € C*(E, N) implies u = v. This proves that the element u € 75 is uniquely deter- 
mined by A,, A,, A;- 

The image of IS under y is the reduced orthogonal group which contains the 
commutator group of the orthogonal group. Since the latter acts irredueibly in € 
(Chevalley [6] p. 32), x is an irreducible representation of 7%. In $ 6 we shall establish a 
complete symmetry among the representations x, 0,, 0 of 7%. We shall prove also that 
all three of these representations are inequivalent. (We have already noted that o, and o, 
are inequivalent.) 

A Cayley algebra may be a division algebra. The condition for this is that N (a) #0 
for a #0, that is, the Witt index of N is 0. If€ is not a division algebra, € is said to be 
split. Over a given field there is only one such algebra and this is analogous to the 2x 2 
matrix algebra ®,, which can be considered a split quaternion algebra. We shall also 
consider the two dimensional algebra ®® ® as a split two dimensional commutative 
associative semi-simple algebra. If € is a split Cayley algebra, then the norm form N (a) 
has maximal Witt index = 4. € contains idempotents + 0, 1 and the maximum number 
of non-zero orthogonal idempotents in any set is two (cf I, Th. 2). If e,, e, are non-zero 
orthogonal idempotents then we have the Peirce decomposition 


(15) € = de, 8 9, 8l,88;, 
where €, = {cj; | ec; = &4, = cjej}- We can find a split quaternion subalgebra ® of € 
so that f B, = BnE, then 
(16) &,, = Bor, Eis = Bois 
and the multiplication in € can be deduced from the properties of the e, and the rules 
(17) (bıe:) (b2e) = (bı X ba) e;, d1 X bb, = $ (b1b2 — bab,) 
(18) (b1e4) (d2e;) = N(b,b)e,i#+j. 
Any element of a Cayley division algebra can be imbedded in a quadratic subfield 


and any two elements can be imbedded in a quaternion subalgebra. Any element of a 
split Cayley’algebra can be imbedded in a split quaternion subalgebra. We shall need also 

Lemma 2. Let X be a three dimensional subalgebra of a split Cayley algebra & such 
that YA contains a two dimensional semi-simple subalgebra ®[a]. Then U can be imbedded 
in a split quaternion subalgebra ®. 
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Proof. A is generated by a and a second element; hence, X is associative. The only 
'possibility for X to be semi-simple are that it be a direct sum of three copies of ®or a 
quadratic field and a copy of ®. The former case can be realized from the latter on 
extension of the base field. However, this is ruled out since € does not contain three 
non-zero orthogonal idempotents. Hence Y = ®[a] + D©z where ®z is the one dimensional 
radical. Since ®[a] contains the identity and ©[z] is a left Ö[a]-module, D[a] canno! 
be a quadratic subfield. Hence ®[a] = ®e, ® De, where the e, are orthogonal idem- 
potents. Also for a suitable ordering of the e, we have e,z = 2,83 = 0,20, =0,, =z, 
so that z is in the Peirce space @,, relative to the e;. If we choose ® as above then z = be,,, 
b € 8,. Choose b’ in B, so that N (b, b') =1. Then if w=b’e,, w=0, zw = (be,) (b’e,) =e,, 
wz = (b’ e,) (be,) = e,. Hence® = de, + de, +®z+PDwmd, is a split quaternion algebra. 


3. Exceptional Jordan algebras. 


Let % be an exceptional central simple Jordan algebra. Then % is 27 dimensional 
and its degree is three in the sense that the generic minimum polynomial is of degree 
three. % is either a division algebra, that is, every element a +0 of % has a Jordan 
inverse b satisfyinga-b =1..a®:b =a or $ is reduced. In the latter case % has three 
non-zero orthogonal idempotents. If % is a division algebra any a of % which is not a 
multiple of 1 generates an associative cubic field. If % is reduced then there exists a 
Cayley algebra € and a matrix 

(19) y=diag {yı Ya Y3}, 9 FO in ®, 
such that % is isomorphie to the algebra $(E,, y), the set of y-hermitian 3 x 3 Cayley 
matrices. Thus A in €, is in $(E,, y) if and only if A = y-!A'y and the multiplication in 
H(€E,y)isA:-B= (AB + BA). The elements of H(E,, y) have the form 

a; Yı Y3@, 
(20) _ Yı@ %g a, ) 
Ys Yalı 3 
where the a; €® and a = a“ the conjugate of the Cayley number a. The generic trace 
and norm are 


3 
(24) T(A)=2a, 
1 


N(A) = 0,0905 + T (a,(a, a,)) — %Y3 YaN (a) — %Yı "93 N (a) — ,y2"yıN(a,). 
Let {e,,|i,j = 1, 2,3} be the usual set of matrix units in @,. Then % contains the three 
orthogonal idempotents e; = e,,. For i # j, we define 
Then a,€%3. 11 3, = fa, |a€€}, a>a,,isa1— 1 linear mapping of € onto Y, = $;: 
and 

(23) 3 = De, © De, ® De, © Jr © Ins © Yıs- 


This decomposition is the Peirce decomposition of % relative to the e; since the a,, can 


be characterized by 
(24) &ay =ta,, = A,'e;. 

We list also the following relations: 
(25) ai, a y; 'yıN(a) (+6), i#j, 
(26) 2a, bu = (ab),;, i,j, k unequal, 
(27) 4, = yı "995. 
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Equations (24), (25), (26) and the fact that the e, are orthogonal idempotents completely 
deseribe the multiplication in $%. 


If e,, 5, es are any three non-zero orthogonal idempotents in % and 


3 = de, + de, + De, +23 
.<x7 
is the Peirce decomposition relative to the e; then there exist elements a,, € $ıs, dis € Sıs 
such that a), = (y3) "(e, + &) #0, bi, = (yM) (es +8) +0. If a, and b,, are any 
two elements satisfying these conditions then there is an isomorphism of $ onto $(G,, y*), 
y* = diag {1, y$, yg} such that the images of the e,, i=1,2,3, are respectively the 
diagonal idempotents diag {1, 0,0}, diag {0, 1,0}, diag {0, 0, 1} and the image of a,; is 
ls = eo + (yP)'e, and of bu; is Ay, = &; + (y#)"e,, (Albert-Jacobson [3] p. 404). 


There are many respresentations of a reduced Jordan algebra in the form H(E,, y). 
However, it is known that the Cayley algebra € is determined up to isomorphisın by $, 
Also the conditions on y and y’ that H(C,, y) = Ö(E,, y') are known (Albert-Jacobson [3]), 


If D is a subalgebra of E containing 1 then ® is closed relative to the involution 
a>ain®; hence ® determines a subalgebra H(D,, y) of H(E,, y). H(®,, y) contains the 
e; = e;, and the 1,, i < j. Conversely, any subalgebra 8 of % which contains the e;, and 
1,; has the form H(2,, y), ® a subalgebra of E containing 1. If ® is one of the following 
types: D= ©, D a semi-simple associative commutative algebra of two dimensions, 
D a quaternion algebra then H(®,, y) is a reduced special simple Jordan algebra of degree 
three. Moreover, this condition is characteristic. We call H(®,, y) split ifeither ®= ®#® 
or D is a split quaternion algebra. In the first case H(D,,y) = 9; the Jordan algebra 
associated with the complete matrix algebra ®, and in the second case H(T,, y) is iso- 
morphic to the subalgebra of ©, of symplectic symmetric matrices A (satisfying 
Q0-"A'Q=A,Q a skew matrix). If € is split then we shall call $(E,, y) a split exceptional 
simple Jordan algebra. For such an algebra y can be replaced by any other diagonal 
matrix. Hence, because of the uniqueness of €, % is uniquely determined by the base 
field. If & is any special reduced central simple subalgebra of degree three of an exceptional 
Jordan algebra % then any isomorphism of & into % can be extended to an automorphism 
(Albert-Jacobson [3] p. 412). 


4. Ideinpotents of exceptional Jordan algebras. 


Let e be an idempotent in a Jordan algebra %. Then we have the Peirce decom- 
position 3 = Jule) ® Fıle) ® J,(e) relative to e where le) = {z,;|je-2,=ix,}. The 
spaces %, and $; are subalgebras, 3% = 0, I, I sand} + 9ı- 
The idempotent e is called primitive if e +0 and it is impossible to writee=e, + & 
where the e, are non-zero orthogonal idempotents. Since e is the identity of $ı(e), e is 
primitive if and only if %, has no idempotents +e,0. We shall call e absolutely 
primitive if e=++0 and $,(e) = De. This, of course, implies primitivity. If $ is simple 
over an algebraically closed field then e€ % is primitive if and only if e is absolutely 
primitive and every idempotent is a sum of non-zero absolutely primitive orthogonal 
idempotents (Albert [1] p. 522, Jacobson [12]). 

Now let % be a reduced simple exceptional Jordan algebra. Assume first that the 
base field is algebraically closed. Then e€% is (absolutely) primitive if and only if 
T(e) = 1. In this case we can imbed e in a set of orthogonal idempotents e,, &, 4; & #0, 
e, =e and we may take the representation of $% as S(€,,y) so that these are 
diagonal. Then $,(e) = De, + De, + Js where %;, is the (i, j)-component in the Peirce 
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decomposition of $ relative to the e,. Hence Z,(e) = PA —e)EM,M = dl, — 8) + %,, 
‘and %,(e) is the Jordan algebra of a non-degenerate symmetric bilinear form on the nine 
dimensional space M. 

Now let the base field be arbitrary. Then an extension field argument shows that 
e€% is absolutely primitive if and only if T(e)=1 and if this condition holds then 
Ao(e) is the Jordan algebra of a non-degenerate symmetric bilinear form in a nine 
dimensional space. If e= e*+0,1 is not absolutely primitive then T(e) = 2. In this 
case we shall show that e is a sum of two absolutely primitive idempotents. This is 
equivalent to showing that any absolutely primitive idempotent e can be imbedded in a 
set of three pair-wise orthogonal idempotents + 0. Our proof of this will be based on 
the determination of the possible subalgebras which can be raue generated by two 
absolutely primitive idempotents®). 

Let e be an absolutely primitive idempotent in the exceptional Jordan algebra %. 
Sinee (2R,—A1)(R,—1)R,=0 any x of % satisfies: z(2R,— 1) R, € Zı(e) = 
Hence there exists a &in ®such that 2(2.e)-e— x e = Ee. Since T((x-e)-e)= T(x: e) 
this gives &= T(x-e). Hence we have 

(28) 2(z-e)-e=x'e+ Ti(x.e)e. 


If fis a second absolutely primitive idempotent, then 2(x-f)- f=x-f+ T(x:f) f. Set 
v=e—f. Then ! =e—2e:f+f and 

(29) e-®@ =e—2e:(e:f) te: f=Ööe 
where 

(30) ö6=1—Tfe-f). 
Similarly, 

(31) fw=öf. 
Hence 

(32) ve =(e—f)- = dr, vi = du. 

We now introduce a commutative algebra ®’ with a basis (e’, f,g’) and multi- 
plication table: 

(33) ((=e, (Fr=f, (= 

e ft +f—g), dh, fe. 

The foregoing relations imply that we have a homomorphism of ®’ onto ®B mapping 
e>e,f>f, !>w=(e—f)?. We determine the possible structures of ® by in- 
vestigating ®’ and its ideals. We distinguish two possibilities for ®’: 

Case I. ö +0. Then ö-!g’ = 1 acts as identity in ®’. Setk = 2e' —1,1=2f —1. 
Then (1,k,!) is a basis and 

(34) k®=41, 2=1, k:-l=1—2. 
This shows that if M = Dk + Dlthen ®’ is the Jordan algebra of a symmetric bilinear 
form in M. The discriminant of this form is 

1 1—2Ö 


Be. ne 


(35) 


Hence ®’ is simple if ö+4 (T(e:f) +0) and has a radical if ö=1. In fact f ö= 1 
then ?=1=1, k:-1=—1 so that z=k-+lsatisfis k-z=0 =1-z. Then 93 is 
the radical and ®’/®z is a direct sum of two copies of ©. f[ w=a-+ ßk + yl then 
k-w=ak+(ß—y)i andl-w=al+(y— P)i. This shows that ®z is the only one 
dimensional ideal in ®'. 
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Case 11. ö=0. Set z=e— f' + g’. Then ®’ has the basis (e’, z, 22) and 

(36) dez=mtz, !- 20, Zul, 
This implies that ®’ is Jordan and the Peirce spaces relative to e’ are B;(e') = Be’, 
Be‘) = Pz, Boyle) = Pz?. It follows that the only non-trivial ideals in ®’ are ©? and 
®z + B28. 

If e and f are distinct absolutely primitive idempotents in % then the subalgebra ® 


strietly generated by e and f is a two or three dimensional homomorphie image of Ö. 
The results on ®’ and its ideals now give the following 


Theorem 2. Let e and f be distinct absolutely primitive idempotents in a reduced 
simple exceptional Jordan algebra ‘\% and let ® be the subalgebra strictly generated by e and f. 
Then ® has one of the following structures: 


I B is a three dimensional simple algebra of a non-degenerate symmetric bilinear form. 
II B is a three dimensional Jordan algebra of a degenerate symmetric bilinear form with a 
one dimensional radical. 
II B=d®8df wühe-f=0. 
IV B is three dimensional with basis (e, 2, 22) such that e-z2=}z, e 2=0, ?=0. 
V Bis two dimensional with basis (e,z) such that e-z=}$z, 2 =. 
® is of type I, Il or III if and only if T(e-f) #1. 

In cases I and II, ® is isomorphic to ®’ and the identity of B is u=ö-g = 
ö-!(e+f—2e-f). Then T(u) =d-"Tfe+f—2e-f)=d""(2 —2Tl(e-f))=2. In case 
III, u = e-+ fisthe identity of B and again T(u) = 2. In any of these cases u + 1 and 
1 =&, & =u—e, & =1—.u are absolutely primitive and orthogonal. In cases IV 
and V, ® does not have an identity element. We remark also that the analysis of ®’ 
shows that only I and III can occur if % has no non-zero nilpotents. We can now prove 


Theorem 3. Let e be an absolutely primitive idempotent in an exceplional simple 
Jordan algebra %. Then e can be imbedded in a set e = e,, &, €; of mutually orthogonal 
absolutely primitive idempotents. 

Proof. The foregoing discussion shows that the present result will follow if we can 
prove the existence of an absolutely primitive idempotent f such that T(e-f) #1. Let 
fi, fa, fs be non-zero orthogonal idempotents. If T(e-f,) =1 for i =1,2,3 then 


3 
T(e) = T(e-14) = T(e 21) = 3, contrary to T(e)=4. Hence T(e-f;) #1 for one 
1 


of the f, and the result holds. 
As we observed before this result implies that every primitive idempotent of % is 
absolutely primitive. 


5. An imbedding theorem. 


The most complete results on automorphisms of exceptional Jordan algebras which 
we shall obtain will concern algebras containing non-zero nilpotents. It is known that % 
has this property if and only if % = $(GC,, y) where y = diag fl, — 1, 1} (Albert- Jacobson 
[3] p- 414). An (absolutely) primitive idempotent e€ % will be called an s-idempotent if 
So{e) contains non-zero nilpotents. We use the same terminology for arbitrary Jordan 
algebras. If e is a primitive idempotent in $ then we can find a set of non-zero orthogonal 
idempotents e, =: e, e,,e,; and obtain an isomorphism of % as $(E,, y) such that the e, 
are respresented by the diagonal idempotents. Then $o(e) = De, + De, + Is, Ir tbu 

11* 
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Peirce spaces relative to the e,. Then Yole) = Pe, +e) +M, M = dl, — &) + ,, 
and if 2 = &(e, — &) + a3, a€€, "=(#+yz5'y,N(a))(e& + e). Hence Z,(e) is the 
Jordan algebra of the symmetric bilinear form of the quadratie form &° + y5'y?N (a) in 
the nine dimensional space M. The idempotent e is an s-idempotent if and only if 
& + yz5'y;N(a) has positive Witt index. If y = diag fl, — 1,1}, then the quadratic 
form is &— N (a) and this is Ofor& =1, a=1. Hence e, is an s-idempotent. Similarly, 
e, is an s-idempotent. If € is a split Cayley algebra then N(a) has positive Witt index. 
It follows that any primitive idempotent in a split exceptional % is an s-idempotent. 
A similar result holds for the split algebra ©, and the algebra $(9,, @) of 6 x 6 symplectic 
symmetric matrices. 

We shall now prove the following imbedding theorem which will be an important 
tool for the study of the groups of automorphisms. 


Theorem 4. Let % be an exceptional simple Jordan algebra which contains non-zero 
nilpotent elements and let e and f be distinct s-idempotents in %. Then we can imbed e and | 
in a subalgebra ® which is isomorphic to an algebra H(D,, y), D a quaternion algebra, so 
that e and f are: s-idempotents in $. 


Proof. Throughout the proof ® will denote the subalgebra strietly generated by e 
and f;e,i = 1,2,3, will be non-zero orthogonal idempotents and %;;, i + j, will be the 
Peirce components relative to the e,. We shall consider representations of $ in the form 
H(E,, y), € a Cayley algebra, such that the e, are represented by the usual diagonal 
matrices. In such a representation a,,, a €€, is defined as in (22) and the rules (24)—(27) 
will be used without comment. We distinguish the two possibilities: € a division algebra 
and € split. 

Case I. C a division algebra. The proof will be achieved by finding a & = H(2,, y), 
® quaternion, containing e, f and non-zero nilpotents z, w where z€ %,(e) and wE,(f). 
Assume first that ® is of one of the types I, II or III listed in Theorem 2. Then ® can 
be imbedded in a subalgebra with basis e,, e, and a,; € $ıs. Since € is a division algebra 
a’, + 0, so we may suppose the representation of X as $(C,, y) is such that a, = Ass- 
Also Yole) =Ple;,+e) HM where M=Dle,—e) +92. We have a z= Ple,—e;) + Ca, 
C93 € $2, such that z #0, 2? = 0. By changing the representation, if necessary, we may 
suppose that a, = 1,, and c,, which is # 0 is 1,,. Then z and ® are contained in the 
subalgebra 9(®,, y) of 3 = H(&,y). Now FEB< de, + De, + Dil, so that 
f= ae +Pße+ Ha. MH ö=0,f=e, and Yolf) = De, + Dez, + $ıs, and we have a 
non-zero nilpotent w = o(e, — &) + d,,, din &. Then we can imbed d in a quaternion 
subalgebra ® of E and € = H(®,, y) gives the required imbedding of e, f, 2, w. H ö6 #0 
we write the nilpotent w #0 as w = de, + ue&g + ves + Aıa + das + Cyı- The condition 
f- w= 0 implies &cz,, + Öb,; = 0 which shows that b is in the subalgebra generated by 
a and c. It follows that we can find a quaternion subalgebra ® containing a, b, c and 
hence 8 = $(2,, y) gives the required imbedding of e, f, z, w. Next assume ® of type IV. 
Then ® has the basis (e, z, 2?) such that e-z = $z and z? = 0. The idempotent f has the 
form e + az + 22? so that if we replace z by az then we may assume [{=e+2+ 22. 
Sinee e-2=0=f-z?, 2? is a non-zero nilpotent in $o(e) n Xo(f). Choose non-zero 
orthogonal idempotents e, = e, &, &3. Then z€ %;(e) = Jı2 + Jıs so that z = 1, + dyı. 
We can imbed c and d in a quaternion subalgebra ®. Then e, f, 2, 2ER = H(D,,y) as 
required. Now suppose ® is of type V. Here we use the same notations as in the last 
case and we have z = Cs + dy,. Then 2? = O implies de = 0 so that either e = 0 ord =. 
However, if z=c,; #0 or z=d;, #0 then 2 +0. Thus V cannot occur if CE is a 
division algebra. 
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Case 11. € split. Here we shall show that e and f can be imbedded in an H(®,, y), 
D a split quaternion algebra. Since any primitive idempotent in such an algebra is 
s-idempotent the result will follow. Assume first that ® is of type I, II or III. Then 8 
can be imbedded in a subalgebra with the basis e,, &, @s € $ız. The element a €€ can 
be imbedded in a split quaternion algebra ®. Then 8 = H(®,, y) contains e and f as 
required. Next assume ® oftype IV. Asin case I, ® is contained in a subalgebra generated 
by three non-zero orthogonal idempotents and two elements c;,, dz, in $ı, and Sıs 
respeetively. If either ci, #0 or di, #0 then the representation as $(@,, y) can be 
chosen so that e=1ord=1. In either case the argument used for types I—III shows 
that e,f can be imbedded in an H(2,, y), ® split quaternion. Hence we suppose 
N() =0 = N(d). Since 2 #0 forz = ci + d,,, de #0. Let x, y, €® and consider an 


element w of the form w = (d&);s + (Yc)zı- Then 
(37) 2:0 =(yz'yıN(e,de) + yr'ysN(d, ye))e, 
+ ya! yıN (e, da) + yı'ysN(d, ye) 5. 


Since N(e, dx) = N(de, x), N(d, ye) = N(de, y), x and y can be chosen so that 
z-w= e— e,. This implies that the subalgebra 2 generated by z and w contains the e; 
and so contains B. Since z+ w=(c + da) + (d + YC)aı, 2 contains (c + dx),, and 
(d + yc)3ı. Moreover, (c + dx)j, = 2yz'yıN(e, dx) (+) #0 and (d + yec)}, #0. 
Hence the isomorphism of % with an $(€,, y) can be chosen so that (c + dr) and 
(d + cy);ı are mapped on 1,, and 1,, respectively. Then & contains the subalgebra 
H(®,, y) and consequently 2 has the form $(%;, y) where % is a subalgebra of & con- 
taining 1. On the other hand, since 2 is generated by two elements dim 2 < 9 (Jacobson 
[14] p. 382). Hence dim % < 2, and so % can be imbedded in a split quaternion sub- 
algebra ®. Then ® is contained in 8 = H(®,, y) as required. Finally suppose ® is of 
type V with basis (e, 2), e-z = %z, 2? = 0. Assuming the characteristic is not three then 
there exists a second element w, w? = 0 such that the subalgebra generated by z and w 
has a basis of three orthogonal idempotents e;, and an element a,, € %,; such that «3, + 0 
(Jacobson [14] p. 385). Then 2? = 0 implies that z = fl — &) + Pas, BP +0, o +0. 
We may choose the representation so that 003 = 13. Then z = ß(e, — &) + iss. Write 
e=£e, + nes + Leg + Aıa + das + Csı- The component in Fız Of e:z is Ba, + Fcz.: 
Since e-z = $zthis implies that e =— y,y; ' Ba. Similarly, comparison of the components 
in a ofe-zand 43 gives „+ & =1. Since T(e) = 1 this implies £ = 0. Hence 


(38) e= na +A—m)&+ a2 + bis — Yırz Bay. 
Comparison of the components in $%; of e and e? gives 
(39) Nas — YıYya Plba),, = Ay 


which implies that ab is a multiple of a. This implies that ab and ba € ®1 + a + ©b. 
Hence if % denotes the subalgebra of € generated by a and 5b then dm $ s3. If 
dim $ < 2, % can be imbedded in a split quaternion algebra ® and B< H(9,, y). The 
same conclusion will hold if dim % = 3, provided that % contains a two dimensional semi- 
simple subalgebra containing 1 (Lemma 2). We prove this by showing that 5, which is not in 
®1 since dim % = 3, is not nilpotent. Suppose the contrary. Then 5 is nilpotent and since 
ab = Aa, ab = 0. Then (39) implies n = 1 and (38) gives e=&,+ a, +b,—YyıYys 'Ba;,- 
Comparison of the $,,-components of e and e? now gives ab = — y, 'y,ßa which is ruled 
out by the nilpotency of b. Hence 5 is not nilpotent and the proof is complete. 
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Two elements a,b of a Jordan algebra % will be called conjugate (in %) if there 
 exists an automorphism n of % such that a” =b. 


Lemma 3. Let 8 be the Jordan algebra H(®,, y) where ® is a quaternion ulgebra. Let 
e and f be s-idempotents of 8. Then there exists a y-unitary matrix u € D,such that f = u-!eu. 

Proof. Assume first that ® is a division algebra. Then we may replace 8 by the 
Jordan algebra &’(= &) of self-adjoint linear transformations in a three dimensional 
space M over ® relative to a non-degenerate hermitian form (z, y). If e is an idempotent 
self-adjoint transformation then M = Me @ M(1 — e) and Me, M(1 — e) are orthogonal. 
Let z+0 be a nilpotent element such that z-e=0. Then z maps M(1 — e) into 
itself and the induced transformation is nilpotent and + 0. Hence there exist non-zero 
nilpotent self-adjoint transformations in M(1 — e) relative to the restrietion of (x, %). 
Hence M(1 — e) is two dimensional and the Witt index of the restrietion of (x, y) to 
M(1— e) is positive: (Albert-Jacobson [3] p. 410). Since any two non-isotropie two 
dimensional spaces which contain isotropic vectors are isometric it follows that M(1 — e) 
and M(1 — f) are isometric. Then by Witt’s theorem Me and Mf are isometric. We 
therefore have a unitary transformation u such that (Me) u = Mf, M(1 — e) u = M(1—f). 
This implies that f = u-!eu are as required. The argument for ® split is similar to this 
employing a six dimensional space W over ® and a non-degenerate skew form in M. 

We can now prove 

Theorem 5. Any two s-idempotents of an exceptional simple Jordan algebra % are 
conjugate in . 

Proof. Ife and f are s-idempotents then we can imbed e, fin a subalgebra & =$(2,,y), 
® quaternion, so that e and f are s-idempotents in $. Then f = u-!eu where u is y-unitary 
in ®,. The mapping > u-!xzu is an automorphism in $ which can be extended to an 
automorphism n of 5. Then f = e”. 


6. Automorphisms leaving fixed three orthogonal idempotents. 


Let G(%) denote the group of automorphisms of an exceptional central simple 
Jordan algebra. As we have seen in I, p. 185, a 1 — 1 linear transformation n of $ onto % 
is an automorphism if and only if it leaves the symmetric bilinear form T(a, b) = T(a b) 
and the symmetric trilinear form T(a, b,c) = T((a-b)-c)= T(a-(b-c)) invariant. 
If the characteristie is not three then we have another characterization of automorphisms 
by the two conditions: 1” = 1, N(a”) = N(a) (I, p. 186). The 1 —1 linear mappings 
satisfying the second of these conditions constitute the n. p. group L(%) of $. 

It is natural to call G($) the Galois group of $ over ® and more generally if $ is 
a subalgebra of $then we shall call the subgroup G (3/8) of % leaving fixed the elements 
of 8 the Galois group of % over $. Important cases of this are obtained by taking & to 
be one of the following: 

1) 8 = De, + De, + De, where the e, are non-zero orthogonal idempotents, 2) 8 a 
reduced central simple subalgebra of degree three, 3) 8& = ®e, e a primitive idempotent. 
We proceed to determine the group G(%/K) in these cases and we begin with the 
following ®) 

Theorem 6. Let & = De, + De, + De, where the e, are non-zero orthogonal idem- 
potents inY = (C,, y). Then the Galois group G(Y/R) is isomorphic to the reduced Clifford 
group IS(€E, N), N the norm form in the Cayley algebra C. 


5) Another interesting case is 8 a cubie subfield of %. The groups E($/K) give rise to new simple groups 
which we hope to discuss in another paper. 
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Proof. We may suppose the isomorphism of 3 as $(€,, y) is such that the e, are 
the diagonal idempotents. Also we use the definition (22) and the multiplication formulas 
(24) — (26). I m EG(J/R) then e? =e, implies that Y,<%;; for the Peirce spaces %,, 
relative to the e,. Hence for i + j we can define a linear mapping n,, in® by (a”ö), = a}. 
Since (a})” = (a})’, (25) implies that N(a”s) = N(a) so that n,€O(€, N). Also the 
relation 2,3 * das = (ab),s gives (ab)”" = (a”“) (b”"). Hence A, = N13, Aa = Nm, As = Nas 
satisfy (13). Next suppose we have orthogonal transformations n13, Nıs, 725 Of € satisfy- 
ing (13). Let 7 be the linear mapping in $ such that e’ = e,, a; = (a”ö),,i <jj. Then 
(aj2 * Das)” = ala ba. Hence 

(ab);, - bi, = al,  b3) bi = $ y5 "Ya N (b) ar, 

= (#y5'y2N(b) a2)" ” 2 (a. "ba3) ° b23)" 

u ((ab)ı3 d b23)”, 
which implies that (a,; ‘ 535)” = al,  b3, for all a,b. Similarly (a,, * b,;)” = ad, * b},. It 
follows that n EG(J/K). Our results now show that the elements n of G($/R) are in 
4—1 correspondence with the triples of orthogonal transformations (A,, A,, A,) satis- 
fying (13). By Theorem 1 we have a 1 — 1 mapping of T5(€, N) onto the set of these 
triples. Hence if u € I$(€, N) and (A,, A,, A,) = (u*, u“, u®) then the mapping of u into 
the automorphism n such that e’ = e,, a, = (aA,)ıs, a, = (@A,)ıs, a, = (aA,),, is an 
isomorphism of TS(E, N) onto G(J/R). 

We are now in a position to complete the discussion of triality for Cayley algebras 
which we began in $ 2. The foregoing proof gives six representations of the group G($/R) 
(= TS(€, N)) acting in the space €. These are „> n,,i +j =1,2,3 where a, = (a"%),,. 
We have n,; = an”! where is the conjugation in €. Hence n,; and n,; are equivalent. 
Also we known that the image of G($/$) under n— 7,318 the reduced orthogonal group and 
that the representations 7— 7, and 7— 772; are inequivalent. If we permute the idem- 
potents e; the same argument proves that the image of G(%/#) under all of the six 
representations is the reduced orthogonal group, so that all of these representations are 
irredueible. Moreover, this argument shows that among the six representations only the 
pairs 7 Ni, N> N, are equivalent. The relation between the n,,, i <j and x, 01, 0a 
now implies the following 

Theorem 7. The representations x, 01, 05 of IS(E, N) are inequivalent and irreducible. 
The image of I, under any one of these representations is the reduced orthogonal group. 

We now suppose the matrix y defining the involution in €, is y=4 and 
we consider the subgroup G*(Y,;8) of G(Y) mapping 8 = Ge, into itself. The 
group G(Y/X) is an invariant subgroup of G*(%/K) and the elements of G*(Z/K)/C(J/R) 
are in 1 — 1 correspondence with the distincet automorphisms in 8 induced by 
the n* EG*(Z/R). Since the group of automorphisms of 8 is isomorphic to the 
symmetric group S, on the three idempotents e;, G*(Z/K)/C(J/K) is isomorphie to a 
subgroup of $S,. Now let o be any permutation of the e, and write & = e,.. Let o* 
be the linear transformation in % which coincides with the given o on the e, and 
satisfies a5 = a,,, for i<j=1,2,3. Then we have & =, = 4, = a,,, Fi<j. 
Since a5” = N(a) (+ &)” = N(a) (e,+ e,) = a}, = (af) and 

2a‘; R bi; ... 2a; n br = (ab),, = (ab) ng 2(a,, ; b), 
if i, j, k are unequal, it follows that o* is an automorphism in % mapping ® into itself. 
The automorphisms defined in this way by the permutations of the e, form a subgroup 
5} of G*(3/R) isomorphie to S, and it is clear that G*(Y/R) is a semi-direet product of 
G(/%) and S#. This proves the first part of the following 
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Theorem 8. Let G*(3/8) be the group of automorphisms of the exceptional simple 
‘Jordan algebra 3 = H(E,, 1), € a Cayley algebra, mapping & = 2 De, into üself and leı 
G(Z/R) z TölE, N) be the invariant subgroup leaving fixed the elements of 8. Then 
G*(Z/R) is a semi-direct product of G(Y/R) and a subgroup isomorphic to the symmetric 
group S,. The centralizer of G(F/R) in G*(J/R) is G(Z/R). 

Proof. The statement which remains to be proved is equivalent to the following: 
Let o be a permutation of the e, and let o* be defined as before as the automorphism 
of 3 such that &' = ef = e, and af; = a,,. Then 7 0* n(o*)-!, n €G(3/R) is an inner 
automorphism only if o = 1. Now let n,, be defined as before by a;; = (a”),,. Then 
ar = an" = (ai = (a”’),. Hence (o*n(o*)-),;, = n,;. Now suppose 
n> o* n(o*)-! is inner so that vu. exists a o in G($/R) such that ono-! = o*n(o*)-! 
Then nr, = (on0"')y = 05995 - This implies that n;,;, »,; are equivalent repre- 
sentations of G(Y/K) for every (i, j), (2, 7). By Theorem 7 this implies that the unordered 
sets fi,j} = {vV,j'} for all i,j. Since ,j =1,2,3, we have’ =iando =1, o* =1. 


7. Groups G(3/2), 2 eentral simple of degree three. 


We assume first that 2 has the form H(9,, y). Then we may assume % = H(G,, y) 
and & is the subalgebra with basis (e,, €, €3, 113, 113, 133). The group G($/%) is a subgroup 
of G(J/R), KR = LE De,. For neG($/K) define n,; as before. Then 7 € G(Y/R) if and only 
if neG(Z/R) and 1”5 = 1, ii <j. Since a”"b"» — (ab)"", substitution of 1 for a and b 
successively in this gives 7,3 = Nı2 = Ng3. Hence if we set 7’ = N12 = Ng3 = Nıs then 7 
is an automorphism of &. Conversely, if n’ is any automorphism of € then the linear 
transformation n in % such that e? =e,, a}; = (a”),, i<j, is an automorphism of 
leaving the elements of 8 = 3 9e, + za, fixed. Hence n— n’ defines an isomorphism 


of G(Y/R) onto the group of ästenunihishhe of the Cayley algebra €. 


Next -let M be a subalgebra of the form H(®,, y) where ® is either a two dimensional 
semi-simple subalgebra or a quaternion subalgebra of €. Then it is clear that G(F/M) 
is isomorphie to the subgroup of the group of automorphisms of € leaving fixed the 
elements of ®D. We have determined these groups elsewhere (Jacobson [13]) and obtained 
the following results: If D® = ® + ® then the group is isomorphic to the unimodular 
unitary group in a three dimensional space. If ® is a quaternion algebra then the group 
is isomorphic to the multiplicative group of elements of norm 1 of ®. 


We may summarize these results in the following 
Theorem 9. Let 2 = H(D,, y) be a subalgebra of % = H(C,, y) such that D is one 
of the following types: 
I®2=98, 
II Da direct sum of two copies of ®, 
III ® a quadratic field, 
IV ® a quaternion algebra. 
Accordingly G(Y/R) is isomorphic to 
I the group of automorphisms of E, 
II the unimodular group in a three dimensional space, 
Ill a three dimensional unitary unimodular group, 
IV the multiplicative group of elements of norm 1 of ®. 
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8. Groups G($/®e), e primitive idempotent. 


Let e be a primitive idempotent in 3. Then we have a representation of % as $1€C,, y) 
so that e = e, is the first diagonal idempotent. If e,, e, are the other diagonal idempotents 
then Jıle) = Be, Yole) = Pl, +) +M, M= dl, — e) + Ya, 3, (e) = Yır + In- 
As noted in 85, $%, is the Jordan algebra of the bilinear form in M given by 

(40) (2, y) = &n + ys'yaN(e,d) =} T(x, y) 
where x = &(& — &) + Ca, y = n(& — &) + da, c,din €. 

The determination of the group G(%/®e) is essentially equivalent to an extension 


to certain nine dimensional spaces of the triality of €. We consider this first. For «€ 5%, 
we set d(aJ)=e-+ a. Then 


1 0 0 
(41) d(2) = ( 3 ) 


0 ya'yac —E 
if x = Ele — 6) + Ca. This implies that 
(42) N (6(2)) = — (2,2), zeM. 
We have 3, (3, + 3) <3; which implies that U,., a €%,, maps $, into itself. We 
let W, be the induced mapping in %, and we proceed to derive a formula for W,. Note 
first that in any Jordan algebra one has 


(43) Us sn U,+ U,+2(R,R, + R,R,— R..). 
Hence if X denotes the restrietion of X to 3; then 
Ww,= Urin zo. U, + U, u. 2(R,R, + R,R,). 


It is known that if a,b € %, then 
(44) R.»= RR, + RR, 

(Jacobson [11] p. 17). Hence U, — 0 and likewise U,=0. Also R, = 41; hence we have 
(45) W.=2R,, acg.. 

It follows from (44), (45) (or the known result U? = U „) that 


(46) !>W, =14, z2>W., zEM, 
defines a representation o of the Clifford algebra C (M, (x, y)). This gives induced repre- 
sentations 0 of C*(M, (x, y)) and of the reduced Clifford group IS (M, (z, y)). Since M 
is odd dimensional, C*(M, (x, y)) is simple. Moreover, dim C*(M, (z, y)) = 2°. Since the 
representation space %, for the representation o of C*(M, (x, y)) is 16-dimensional 
and C* is simple, so that o is faithful, the image of C* under o is the complete algebra 
of linear transformations in %,. Hence C*(M, (z, y)) = ©, and eo is irredueible for C*. 
It is easily seen also that o is irreduecible for 5 (M, (x, y)) (Chevalley [6] p. 56). 

The following is the extension of triality to the nine dimensional space M. 

Theorem 10. If ve IS (M, (z, y)) then 

(47) (a x) u® = (au?) - (zu*) 
for ac}, zEM. Moreover, u® is orthogonal in 3; relative to T(a,b) = T(a: b). Con- 
versely, let C be an orthogonal transformation in %, relative to T(a, b) and B an orthogonal 
iransformation in M relative to (x, y) = 3 T(z, y) such that 

(48) (a-2)C =(aC)-(zB), ac, zEeM, 
then there exists a unique u € T% such that C = u, B=u*. 


Journal für Mathematik. Bd. 204. Heft 1/4 
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Proof. Let u € IS (M, (x, y)). Then we can write u = 2,2, -  x,, where the 2, € Wi 


/ 2r 
and 77 (z,x,) =1. Let 
1 


(49) ka U gay U az) Bar UPTERRE 


Then IN (a) = 11a x) =1, by (42). Hence n is in the n. p. group L(%). Also 
e"=e on since ie IV, = (2%) f, f" =. Hence n€G($/De). As in $1, ii 
EM, zU,., = U, = (%, %;) x, where 5, is the symmetry in M determined by z.. 
Hence the orthogonal transformation induced in M by nis u*. The transformation induced 
inyy,bynisw=W,W,'''W,.,. Hence (47) follows from the fact that » is an auto- 
morphism. We show Fr that if B is a rotation in M then there exists an orthogonal 
similitude C in Rp satisfying ( (48) and that C is determined up to a scalar factor. We write 
B= S, 48 5, where 5, is the symmetry in M relative to z,, (z,, &,) + 0. The 


2r 


Iuamafpemakton I VY. V„ = (2) "U, maps f into f and induces B in M. Set 
ßB = Mi (2, &), 'P == Si. 62 = ß, so u either P = © or P is a quadratic ex- 
Ginkäheh field of ©. Set (2) =e+x, i=1,2,...,2r, 0(z2,,) =e+ ö-'f. Then 


2r+1 


N (6(z,)) = — (2, 2), is 2r, N (0(2,,1)) = Sun Hence 2 N(6(z))=1 and 
2r+1 


n= 2a U ga) € L(%p). As before, e" = e, f" = fso n€G(% [Pe). Let A be the induced 
linear transformation i in (32); = (3p)r- Then (az) A=(aA) zB for zEeM,, ak ($,)>- 
Let C = n (2R, .) where R,, is the restrietion of R,, to 3;,. Then (45) shows that 


A= Öl vn C maps %, into itself and satisfies (48). Also since A is orthogonal in 
(3p)j, € = 6A is an orthogonal similitude of ratio 6? = ß. To prove uniqueness up to 
scalars it suffices to take B = 1. The condition on C now reads: (a: x) C = (aC) - x. We 
have noted before that the R, generate the complete algebra of linear transformations 
in $,. Since C commutes with all the R, it follows that C = ui in %,, as asserted. We 
prove next that if B is orthogonal of determinant — 1 in M then there exists no 1 —1 
linear transformation C in %, satisfying (48). In view of the result just established it 
suffices to show that no C exists fr B= — 1, which has determinant = —1, since 
dim M = 9. Since (u — 8) B= —(, — &), JıaC = I and YısC = Xıs- I aEC we 
write 04€ = (aD),s, 4ısC = (aE),,. Then for a, z€C, 2(a13 * 23) C = — 2a) 2; 
hence ((ax) D); =— (z(aE))ı =—yı ys'z(aE),. Setting x =1 gives aE = —y,yı (aD). 
Hence (ax) D= (aD) x. This gives xD = dz, d=1D and d has an inverse since D is 
1— 141. We now have d(za) = (da) x or d(ab) = (db) a for all a,b€C. This states that 
a,d, = d,a, and contradicts the fact that the representations o,, 0, of C(&,, — N) are 
inequivalent. Now suppose B and 6, are any orthogonal transformations satisfying (45). 


Then B is a rotation and if B= 2 15, zz EM, (2,2%) +0 hben the argument shows 
that there exists an orthogonal similitude C* of ratio $ = Ina x;) rue. 2 ae 
(C* in place of C). nem ß is a square and BEO'(M, (x, ah We now writeB = 2 5, 

where 2z,EM and A (2,2) =1. Then u = 2,25,::'2, € I5(M, (x, y)) and a. = B 
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and u® satisfy (47). We have u® = +C and by changing z,, to — z,, if necessary we may 
suppose that u® = C. The uniqueness of u is clear since o is 1—1 for C*(M, (z, y)). 
We can now prove 


Theorem 11. Let e be a primitive idempotent in a reduced exceptional Jordan algebra % 
and let G(3/®e) be the group of automorphisms of % leaving e fixed. Then G(%/®e) is 
isomorphic to the reduced Clifford group I (M, (x, y)) where M is the subspace of elements 
of trace O in Yu(e) and (x, y) is defined by az’ y=(z,y)(1—e). 

2 


Proof. H u = 2,25 ° "2%, s EM, IT (x, x;) = 1 then we define n as in (49) by 


2r 1 
n= II Usap- Then n €G(%/Pe) and the foregoing discussion implies that u> n is an 
1 


isomorphism of 5 (M, (z, y)) onto G(3/®e). 
The proof of the theorem gives the following 
Corollary 1. The group G(%/®e) is contained in the reduced n. p. group L,(J). 
It is also easy to obtain the following result as a consequence of the theorem. 


Corollary 2. The center of G(%/®e) consists of the identity mapping and the auto- 
morphism C such that e} = e,, a, = — 4,5, di; = —Ay5, (ig = Ay. 


9. Some coset spaces. 


Let ® be a quaternion subalgebra of the Cayley algebra €, P a two dimensional 
semi-simple subalgebra of ®. Then we have the chain of subalgebras 


3 
P<da< = 2Pu<! =HPNZEN=-HPN<SER- HR, Y)<I =D y) 


where the e, are the diagonal idempotents. This gives a corresponding chain of Galois 
groups and coset spaces. We shall consider two of these: the left cosets G(%/®e,) n of 
G(%/®e,) in G and the left cosets of G(J/L) in G(J/R). 

The left cosets of G(%/De,) in G are in 1—1 correspondence with the set of images 
e’ of e, under G. In some cases this coincides with the set // of primitive idempotents. 
This is the situation if 1) € is split (Theorem 5) or 2) © is real closed, € a Cayley division 
algebra and y = 1. If € is split we may take y = 1. In any case we assume this and we 
proceed to determine the conditions that 


3 
e= 3 E& + Lat Ya 2ı € IT. 
1 


If the characteristic is not three then it is easy to see that one set of necessary and 
sufficient conditions are 
(50) T(e) =1, T(e) =1, T(e) =1. 


Another set which is applicable even for characteristic three is the following: 


(51) Fe u FF © 

(52) E+ND)+NG)=E, 
E+NW+NGd)=8, 
E5+ NW) +NW)=8;, 

(53) Bz=y,hba=-y,ay-m. 





99 Jacobson, Transformation groups defined by Jordan algebras II. 


If we multiply the first of (53) by &, and substitute £,x from the second of these equations 
we obtain (&,&; — N (y))z = 0. Similarly, (&& — N (2)) x = Oand (4, — N(a))y=0. 
If z+0, y#+0,z +0 then these equations imply 

(54) &&; = N(y), &ı = N(2), Sid = N (a). 


If x +0,y=+0,2z=0 then the last two of (54) hold. Moreover, (53) implies yz = 0 
and &,x2=0. Hence N(y) = 0 and £&, = 0, which implies the first of (54). f x +0, 
y = z = then the second of (54) is satisfied. Also, by (53), &x = 0 and £&, = 0. Hence 
the first of (54) is valid. The first equation in (52) now becomes & + N(x) =£, and 
N(z) = &(1 —£,) = E18, since we have &, + &,=1 by (51). HK z=y=z=(, two 
of the &;= 0 and (54) holds. Hence (54) are always consequences of (51)—(53). 

We now decompose the set // into three non-overlapping subsets: /7,, defined by 
&#+0,i=1,2,3; 7, the e€ IT such that just one &; =(; TI, the e€ II such that 
two &; =. For II, we have 


(55) =&'2y, Ny)=&& +0, Ne)=&& +0 
and it is readily seen that these equations and (51) imply (52) and (53). For 7, we have, 
f& #0, &#+0, then 
(56) = &,'yz, Na) =&& #0, N(y) =0 
and these equations and (51) imply (52) and (53). For /7,, if & =1, then 
(57) y= ız, N(x2) =0, N(2) =, 
and these together with & =1, & = &, give (51)—(53). 


We apply these considerations to determine the cardinal number | 7 | of I7 if 
® is a finite field containing q elements. In this case € and $ are split and we may 
take y=1. We note first that the number of solutions f &, +, +&=0,5 #0, 
i=1,2,3is ®—3qg-+ 3. Since N(y) is a quadratic form in eight variables with 
non-zero square discriminant the number of solutions of N(y) = &,&, +0 a ’— 
(Bourbaki [5] p. 175). Hence, by (55), 


(58) | 1, | = (9 —3gq + 3) (q? — Q?)*. 


Similarly, if we use the fact that the number of solutions of N (y) = 0 is 9’ +g*—g° 
then (56) and (57) show that 


(59) | 7, | = 3(g — 2) (9? — 9°) (gt + 9! — 0°), 
(60) | 77, | = 39’ + g!— q’). 
Addition of (58), (59) und (60) gives 

(61) IA|=e@®+g+N. 

We consider next |T5(M,(y, x))|. Since the center of 7% has order two and is 
the kernel of the representation x and since the image of x is the reduced orthogonal 
group, |7% | =2|O’(M, (z, y))|- Also since the field is finite, O’(M, (x, y)) is the 
commutator group Q(M, (z, y)) of the orthogonal group (Artin [4] p. 195). Moreover, 
AM, (x, y)) has index two in the rotation group O*+(M, (x, y)) (Dieudonne [9] p. 62). 
Hence |7% | = |0* | and 

(62) IT |= N (1) (1) (1) 

(Artin [4] p. 141, Dieudonne [9] p. 62). 
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Multiplication of (61) and (62) gives the following 


Theorem 12. The order of the group of automorphisms of the exceptional simple Jordan 
algebra % over a finite field containing q elements is 


(63) IG | = Ha? — 1) (9 —1) (9 —1) (?—1). 


We shall consider the situation for real closed fields later. We consider next the 
3 
set of left cosets of G(Y/L) in G(Y/R), U = H(Bd,,y), RK = FDe,. We may suppose 


1 

that y, =1 and 17, = yg '(e, + &), Ai, = Y5 '(e + &). An automorphism 7 €EG(Z/R) 
maps 1,, into u,s, 4,, into v,, such that ul, = y; '(e, + 8), U, = Y5 '(e, + &). Since 
u, = ys N(u) (e, + e) we have N(u) =1 and similarly N(v) = 1. Conversely, if u 
and v are two elements of E such that N(n) = 1 = N(v) then there is an isomorphism 
of 9(9,, y) mapping the e; into themselves and mapping 1,5 > Us, 113 > dız. This can 
be extended to an automorphism n €G(%/#). Hence if U denotes the set of elements u 
of & such that N (u) = 1, then the mapping 7 — (u, v) where 1,, = Usa, A1z = ta is 1 —1 
of the set of left cosets G(Y/L)n, n EG(Z/KR) onto the product set UxX U. 


10. Automorphisms of period two. 


Let % be a central simple exceptional Jordan algebra and let n be an auto- 
morphism of period two in %. Assume first that the base field is algebraically closed 
and let $ be the subspace of n-fixed elements. Since n is orthogonal relative to 7(a, b), 
K is a non-isotropie — hence semi-simple — subalgebra and % = # ® ft. Moreover 
Kt = {a|a" = —a}. IR = Bl, K is the set of elements of trace 0 and we have !? = 41 
for every ! of trace 0. This is impossible; hence & + ®1 and consequently, by the semi- 
simplieity of 8, this subalgebra contains a primitive idempotent e. Then n €G($%/®e). 
We may have 7 = —1 in ;(e), n = 1 in $o(e) in which case n is the element +1 in 
the center of G(%/®e). Then 8 = De + le) is eleven dimensional and is a direct 
sum of the one dimensional ideal ®e and the ten dimensional simple algebra %,(e) 
of a symmetric bilinear form. Now assume n # —1 in %;(e). Since the base field 
is algebraically closed, 8 contains three non-zero orthogonal idempotents unless 
8=Pe+P(1—e)+K;,(e). In this case the restrietion of nto the M of Theorem 11 is —1. 
This is impossible. We now have three non-zero orthogonal idempotents e; such that e/ = e, 


/3 
and so n€G (3/2 De). Hence %;;< \$; for the Peirce component ‘,, relative to the e,. 


The terms ®e, and %;; of the Peirce decomposition are pair-wise orthogonal sub- 
spaces relative to T'(a, b). Hence these are not isotropic. We can therefore decompose 
= +95 where JH = Yun, I = I, Rt and these are not isotropie. If 
3; = 9 for two of the %, then n is of the type considered before: 8 is a direct sum 
of a one dimensional algebra and a ten dimensional simple algebra of a symmetrie bilinear 
form. If, say, J%5 + 0 and $/;, + Othen K contains u,, € Js, uf, + Oand v,; € I, 07, #0. 
Hence ® contains the subalgebra 9(®,, y) with basis (e,, €, &3, Us, Yız, Yız ' %3) and we 
can represent % as $(E,, y) where € is a (split) Cayley algebra. Now n induces an auto- 
morphism n’ of period two in €. We have called such automorphisms reflections and 
we have shown that such an n’ acts as the identity on a quaternion subalgebra of € and 
is — 1 on the orthogonal complement (Jacobson [13]). It now follows that & = 9(®,, y), 
D a (split) quaternion algebra. 
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If = and 8 = H(D,, y) then we shall call n a reflection in 8. We can now state 


Theorem 13. Let % be a central simple exceptional Jordan algebra and suppose ‘; 
possesses an automorphism n of period two. Then ‘% is reduced and either n is a reflection 
in a subalgebra 8 = H(2,, y), ® quaternion, or n is in the center of a subgroup G(% /®e), 
e a primitive idempotent. 

Proof. Let & be the subalgebra of fixed elements under n and let 2 be the algebraic 
closure of the base field. Then $, is the set of fixed elements relative to the extension », 
of n to $o- We have seen that either 8, is a direct sum of a one dimensional algebra 
and a ten dimensional simple algebra of a symmetric bilinear form or 8, has the form 
H(8;, y), D a split quaternion algebra. It follows easily from the structure theory 
that in the first case 8 is a direct sum of a one dimensional algebra ®e and a ten dimen- 
sional simple algebra of a symmetric form and in the second case 8 = H(®,,y), Da 
quaternion algebra (Jacobson [11] p. 44). In either case % contains an idempotent + 0,1 
and so {% is reduced. Also in the first case we have 7 = —1 on ($.);(e). Then 7 = —1 
on ,(e) and so n is in the center of G($/®e). 


11. Simplieity. 


In this section we consider the structure of G(%), 3 a central simple exceptional 
Jordan algebra containing nilpotent elements + 0. Our discussion will be based on the 
structure of G($), 8 = H(2,, y), D a quaternion algebra and on that of G(%/®e), e an 
s-idempotent. We consider first the former of these. It is known that any automorphism 
of H(D,, y) has the form 


(64) a: X>A-1XA, AyA’ = dy, dE® 


(Jacobson [11] p. 25). The matrix A is determined up to a scalar factor; consequently, 
ö is determined up to a square factor in ®. The coset of ö with respect to the subgroup 
of non-zero squares will be called the multiplicator of the automorphism &. The mapping 
of & into its multiplicator is a homomorphism. The elements of the kernel G,($) will be 
called special automorphisms. Thus & is special if and only if A can be chosen in (64) 
so that ö = 1. The kernel contains the commutator group of G(R). If ® is a division 
ring then G,(8) is isomorphie to a projective unitary group in a three dimensional space 
over ® and if $ contains non-zero nilpotents then the Witt index is positive and G,($) 
is simple (Dieudonne [8] p. 79). If ® is split then G,($) is isomorphie to a six dimensional 
projective symplectic group and hence G,($) is simple. 


Lemma 5. Let & = H(®,, y), ® a quaternion algebra and assume ft contains non-zero 
nilpotents. Then any invariant subgroup H #4 of G($) contains G,($). 

Proof. Let $: X— B-!XB be in the centralizer of G,. Then B-!AB = u(A) A, 
u(A) € ©, for every A such that AyA’ = y. The mapping A — „(A) is a homomorphism 
whose kernel contains the commutator group of the group of the matrices A. Hence B 
commutes with every element of this commutator group. It follows that B is a scalar 
and # =. Now let $ be any element +1 in H. Then there exists an x €G, such that 
A= Blaßa-! #1. Then AEH NG, and since G, is simple, H >G,. 

We consider next the structure of G(%/®e), e an s-idempotent of %. We have 
seen that this group is isomorphic to /5(M, (x, y)) where M is a nine dimensional space. 
If we use the conjugacy of s-idempotents and recall that we may take y = diag {l,— 1,1}, 
in which case e, is an s-idempotent, then we see that we may assume WM = B(e,— &;) + Yas 
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and if x = £(e, — e;) + az; then (z, x) = &—- N(a) (cf. $5). Thus the quadratic form 
in M can be regarded as the norm form of the Jordan algebra based on the space € and 
the bilinear form N (c, d) in €. The canonical isomorphism e ($ 1) of C*(M, (z, y)) onto 
C(€, N) maps fa, f=&g—e, on a€®. 

Now choose i,j€€@, so that iLj, N(i) #0, N(j) #0. Then A,i,j,k =ij are 
pair-wise orthogonal and N(i) N(j) N(k) = ß?, ß #0. Hence in C(E, N) the elements 
1 (of €), ($-!i) jk are images under e of elements of I (M, (x, y)). Since 1, i, j, k anti- 
commute we have 1v = — vl for v = (ti) jk. This implies that — I is in the commu- 
tator group of IS (M, (x, y)). We use this to prove 


Lemma 6. Let e be an s-idempotent of (containing non-zero nilpotents). Then any 
invariant subgroup of G(%/De) which contains an element not in the center coincides with 
G(3/®e). 

Proof. The factor group of I5(M, (x, y)) with respect to the center {l, — I} is the 
reduced orthogonal group 0’ (M, (x, y)). Since (x, y) has positive Witt index 0’ (M, (x, y)) 
coineides with the commutator group 2(M, (x, y)) of the orthogonal group. Since the 
dimensionality is odd the latter is simple by Dieudonne’s theorem. Hence 7% /{I, — I} 
is simple and any invariant subgroup of 7% containing the center coineides with 7%. It 
follows that either the result stated holds or 7% is a direet product of its commutator 
group and {l, — I}. The latter possibility is ruled out since the commutator group 
contains {l, — 1}. 

We are now in a position to prove 


Theorem 14. T'he group of automorphisms of any exceptional central simple Jordan 
algebra % containing non-zero nilpotent elements is a simple group. 


Proof. We show first that G(%) is generated by its subgroups G(%/®e), e s-idem- 
potent in %. Let x €G(%) and let e be an s-idempotent. Then e and f = e* can be im- 
bedded in a subalgebra 8 = H(®,, y), ® quaternion, so that e and f are s-idempotents 
in 8. By Lemma 4 f = u-!eu where u is a y-unitary matrix. Thus e can be mapped into f 
by a special automorphism ß of 8. Since the group G,() of special automorphisms of 8 
is simple $ = ß,ßs** ß, where ß,; is a special automorphism of & leaving fixed an 
s-idempotent e; € £. (There exist such ß, + 1). The ß, can be extended to a, €G(%/®e,) 
and 6 = a0,;!++- a7" satisfies e® = fP' = e. Hence d€G($/Be) and x = da, :-a,isin 
the subgroup generated by the G(%/®e’), e' s-idempotent. We show next that if H is 
an invariant subgroup +1 of G(%) then H contains an element +1 in one of the 
G(3/®e), e s-idempotent. Let # #1 be in H and let e be an s-idempotent. We may 
assume e® =f +e and imbed e, f in 8& = H(2,, y), ® quaternion, so that e and f are 
s-idempotents in 8. Assume first that R?<® and let 8’ denote the induced auto- 
morphism in 8. Since 8’ #4, Lemma 5 implies that the invariant subgroup of G($) 
generated by ß’ contains an a’ such that e” = e. This a’ can be extended to anx€ H 
and e* = e as required. Next assume ?<: $. Let n be the reflection in 8, that is the 
automorphism of period two having $ as subalgebra of fixed elements. If kER and 
k’$R then k"? = k? + kP". Hence a = nA 'B”' #1 and €H. Also 


en tal _ on lat _ BI e, 


so that x €G(%/De). We have now established that H contains x +1 in a subgroup 
G($/ De), e s-idempotent. If « is not in the center of G(%/®e) then H contains G(% /®e), 
by Lemma 6. Since any two s-idempotents are conjugate in & it follows that H contains 
every G(%/®f), f s-idempotent and H =G since G is generated by the G($/®e). Now 
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assume & is in the center of G($/®e). If e=e, ina set e,, &, €; of non-zero orthogonal 
idempotents then & has the following form: e = e;, 25, = 235, Lig = — 25, 2 = —2... 
We can now choose a subalgebra 8 = H(®,, y) where ® is a quaternion subalgebra of & 
and we may take $ to contain nilpotent elements +0. Then 8*< 8 and & induces an 
automorphism & +41 in 8. Then Lemma 5 implies that # contains $ €G(%/De), ß not 
in the center of this group. This reduces the discussion to the situation considered before. 


12. Invariant subspaces relative to G. 


Theorem 15. Let & be a subspace of a reduced exceptional simple Jordan algebra 
% = H1(E, y) which is invariant under the group of automorphisms G of 3. Then either 
K=-O,RK=-MR=-%or = the set of elements of trace 0. 


Proof. The result will be proved br showing that if $} contains an element not in 
D1 then &>%. Hence assume k = Zi + ao + di +cı ER, DA. Let n, be the 


automorphism such that e" =e, a = — 1, 4 = —XZ 4 = X1g- Then 
k" = ZE —a: + dis — Ci and 3 (k— k”) = aa + ER. Similarly, a7 + db ER 
and d33 + Czı ER. Hence ass, Bas, Ca, Ze ER. Assume first that a, #0. Then & 
contains a non-zero element of the subspace ,(e&) n ® which is invariant under 
G(3/®De,). We have seen that ‘},(e,) is irreducible relative to G($/®@e,). Hence 
Ile) = Iı2 + Is 8. A similar argument using G($/P®e,) shows that Ja + Is = N 
Hence every Y,<R. We now use the fact that G($/®e,) acts irredueibly in 
le) = Dlez — 5) + Fa; to conelude that ,— &, ER. Similarly, eg — &, 1 —&ER 
and & 2%. The same argument can be used to prove &® >% if either b,,; #0 or cz, #0. 


8 
Hence we may suppose k = S&e€9(9,y). If A is a y-orthogonal matrix then 
1 


X>ATXA, XEH(D, y) is an automorphism of H(9,, y) and this can be extended 
to an automorphism of %. Assume first that ® has at least six elements and let M be a 
three dimensional vector space over ® with basis (u,, u,, u,) and bilinear form (x, y) such 
that (u,, u,) = yiödi; (öi,;, the Kronecker delta). Suppose i,j is a Pe of indices in 1, 2,3 
such that £&,; + £, and let o be chosen in ® so that: e # 0,14 0*y,y7 "+ 0,1— o’y,;y; ' #0. 
Let 

el de) Re 4 ey) 


and let A;; be the linear mapping in M such that 
u;,A,, = au, — ßu,, u,A;, . y;yi; "Bu, + ou,, u,A,= u, 


ifk +#i,j. Then A,; is orthogonal and if X is the linear mapping such that u, X = &;u,, 
then 
(u,A,X, u,A,) = (a&;u, — B&,u,, y,;yi Bu; + au,) = aßy,(&,— 8) #0. 


This implies that A,,XA;;' is not diagonal. Hence we have an automorphism n in % such 
3 


that k” is not of the form & &;e,. It follows as before that 8 > %'. Assume next that ® 
1 


is any finite field. Then € is split and we may choose a split two dimensional semi-simple 
subalgebra P of €. Then k€SH(P,, y) z ®% . It follows from Kasch’s theorem, or directly, 
that there is an inner automorphism of ®, mapping k into an element I not of the form 
&&;e,. Then we have an n €G($) such that k" = € 8 and we can proceed as before. 
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Corollary. Let % and % be as in the theorem and suppose the characteristic is not 
three. Then % is an irreducible invariant subspace relative to G($). 


Proof. The invariance is clear since T(a) = 0 implies 7(a”) = 0 for every n€G. 
Since the characteristic is not three 1 € %'. Hence f%’ contains no invariant subspace + 0. 


Remark. This result has been used in [14] to prove that if z € % of characteristic 
not three satisfies 2? = 0, z + 0 then there exists a w in % such that w® = 0 and such 
that the subalgebra generated by z and w has a basis of three orthogonal idempotents e; 
and an element 1,; € $ıs. Originally, our proof of Theorem 15 was somewhat different 
from the one given here and used the assumption that ® has at least six elements. Conse- 
quently the ‘“z, w theorem” of [14] was stated with this restrietion. This can now be 
dropped. We recall also that the z, w theorem was used in the last part of the proof of 
Theorem 4. 


13. Coneluding remarks. 
If k = Zi + Ayo + das + C5ı € = H(E,, 1) then 
Ti, k) = ZE + 2(Nla) + N) + NO). 
Let © = 6, (t) the field of formal power series over ®, the field of real numbers and 


let & be a Cayley division algebra over ® whose norm form N (a) is a sum of eight squares. 
Relative to a suitable basis for $% the elements of the orthogonal group 0(%, T) have 


27 
matrices (z;;) such that 8 a.;44; = dir. It follows that the entries «,, are integral, that 
j=1 


is, have the form $& a,!” and the transformations such that w,; = ö,; (mod it) form 
r>0 


a proper invariant subgroup O0 + 4 in O0(%, T) (Dieudonne [8] p. 35). Since the 
group of automorphisms G($) is a subgroup of 0(%, T), G’= OO is an in- 
variant subgroup of G. Let D be a derivation in % whose matrix is = (0 (mod t). Then 


2 
n=ex ui nn: is an automorphism and n #1 is in G’. On the 
= exp - p 


other hand, we can consider % as (%,)» where %, is a Jordan algebra over ®,. Hence 
there exist automorphisms + 1 in %, (and hence in %) whose matrices have entries in ®,. 
These automorphisms are not contained in G". Thus G>G") >1 and G is not simple. 


lf ® is real closed then there are exactly three non-isomorphic central simple 
exceptional Jordan algebras over ®: %, = H(C,1), 3 = H(C,, 1) and %, = H(C,, y), 
y = diag fl, — 1, 1} where €, is the split Cayley algebra over ® and 6, is the Cayley 
division algebra over ®. Theorem 14 implies that G(%,) and G(%;) are simple. It is easy 
to see that any two primitive idempotents of %, are conjugate. One can then adapt the 
proof of Theorem 14 to show that G(%,) is simple. 


If © is the field of real numbers then all of the groups G(%;), i = 1,2, 3, can be 
considered as topological linear groups in the usual topology. Since these groups are 
simple they are connected. The group G(%,) is a closed subgroup of the orthogonal group 
O(%, T) and so G($%,) is compact. The coset space of G(%,) relative to the closed subgroup 
G(%,/®e), ea primitive idempotent is the space /7 of primitive idempotents and this is 
Freudenthal’s version of the Cayley plane. Since G(%,/®e) z TS (M, (x, y)) = Spin (9) 
which is simply connected and /T is simply connected (cf Jordan [16]) it follows that 
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8 
G(%,) is simply connected. The coset space of G (% / P; 0.) ‚e; non-zero orthogonal idem- 
1 


potents, relative to G(3,/$(9;, 1)) is essentially the coset space of Spin (8) relative to 
the Killing-Cartan group G,. The result of $9 shows that this coset space is the topo- 
logical product of two seven dimensional spheres. 


It is known that if ® is an algebraic number field with t distinet real conjugate 
fields then there are exactly 3° distinet central simple exceptional Jordan algebras X, 
over ®. We conjecture that all the G(%,) are simple. 
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Anneaux de Rees integralement clos. 
AM. Wolfgang Krull, a l’occasion de son 60° anniversaire. 


Par P. Ribenboim ä Rio de Janeiro. 





Soit A un anneau d’integrite, X son corps des fractions, (A,),„„. une suite de sous- 
groupes de K, de fagon que 


Ag = A, Am’ An Anzn (pour mn >0). 


Dans la theorie des anneaux locaux, on est amene ä la consideration de A’ = 5 A,X”, 
nz20 
sous-anneau de K[X] forme& des polynömes 


o+r,X+9X?+:::-+0„{”, ou y€EA, (i=0,1,..,m), m20; 


A’ est appel& l’anneau de Rees d£fini par A et par la suite de sous-groupes (A,)„20o (cf. [1])- 

L’objeet principal de cette note est la determination des conditions ne&cessaires et 
suffisantes sur (A,„)„z0 pour que l’anneau de Rees associe soit integralement ferme dans 
K(X). Nous utilisons les notions d’anneau Prüferien (relativement ä la suite (A,)„20)» 
qui generalise la notion d’id&al clos, introduite par Prüfer (cf. [2]); nous faisons aussi 
usage d’un resultat profond de Lorenzen (cf. [3]) qui montre l’identit& entre les a-ideaux 
et les b-id6&aux introduits par Krull (cf. [4]). 

Comme consequence, nous indiquons des exemples simples d’anneaux de Rees 
integralement clos mais non compleötement integralement clos. 

Nous voulons remercier le Professeur P. Samuel par les discussions sur le sujet 
de cette note. 


$ 1. Rappel de rösultats. 


Nous voulons tout d’abord rappeler un important resultat de Lorenzen, dont nous 
ferons usage au thöoreme 1. 

Soit A un anneau integralement clos, K son corps des fractions, donc par le theor&me 
de Krull, A est l’intersection de la famille (B,),.. d’anneaux de valuation qui le con- 
tiennent: A = n B,. Si M est un ideal fractionnaire de ÄX relativement & l’anneau A, 


sot M,=nB,:- M; M, est encore un ideal fractionnaire de K, appele le b-id6al engendr& 
f) 


par M; tout id6al fractionnaire M de K tel que M = M, s’appelle un b-ideal ou id&al de 
valeurs (Krull). De möme, si M est un ideal fractionnaire de X, l’ensemble M, des &l&ments 
z€ K qui satisfont une &quation du type X" +a,X”"1+..-+a@„=0, avec a,€ M' 
(id6al fractionnaire engendr& par les produits x, 2, * * * 2,,aveez;,€ M),pouri=1,...,m, 
est un ideal fractionnaire de X, appele le a-id6al engendr& par M; tout ideal fractionnaire 
M de K tel que M = M, s’appelle un a-id&al ou un ideal clos (Prüfer). 


13* 
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Lorenzen a demontre qu’un ideal fractionnaire de K, relativement ä& l’anneau A, 
est un a-id6al si et seulement s’il est un b-ideal. 

Nous utiliserons aussi le lemme suivant. Rappelons qu’un anneau B est gradue 
lorsqu’on se donne une suite (B'”),.z de sous-groupes de B de fagon que: 

1) Bm. Bm < B"+" pour m, n entiers; 

2) B est la somme directe des sous-groupes 5”. 

Les el&ments de B” sont appel&s homogenes de degr& n, et ainsi tout &löment de B 
s’6crit de fagon unique comme somme d’un nombre fini d’el&ments homogenes, appeles 
les composantes homogenes de l’element donne. Un sous-anneau A d’un anneau gradue R 
est dit homogene lorsque toutes les composantes homogenes d’un element quelconque 
de A sont dans A. 

Lemme 1. Soit B un anneau integre gradue, A un sous-anneau homogene de B. Alors, 
la fermeture integrale de A dans B est un sous-anneau homogene, c.a.d. sibE€B est entier 
sur A alors toute composante homogene de b est entiöre sur A. 

La d&monstration se fait par induction sur le nombre des composantes homogenes 
non nulles de b, le lemme £tant trivial pour 5 = 0. Soit b € B entier sur A et b la com- 
posante homogene non nulle de plus petit degre de b; donc b satisfait une equation 


bm + a,b"! +. +an=0 avec a,€A; 


puisque A est un sous-anneau homogene de B, alors chaque a, s’ecrit comme somme 
de ses composantes homogönes a, = al), avec a) EA. 


7 fl 
Si P est l’anneau premier contenu dans A, si R= P[a/”],, alors R est un anneau 


Noetherien, homogene, R< A; b &tant entier sur A, alors R[b] est un R-module de type 
fini, lequel engendre un A-module homogene M contenu dans B et qui est encore un 
R-module de type fini. De b € M il resulte que 5 € M. Or, R[b'] est un sous-R-module 
de M; puisque R est Noetherien alors R[b'”] est un R-module de type fini, done 5 
est entier sur R et par consöquent, b' est entier sur A. 

La d&monstration se termine en remarquant que l’element b — b est entier sur A 
et les composantes homogeönes non nulles de b — 5") sont celles de b, distinetes de b"; 
donc, par induction, toutes les composantes homog£nes de b sont des elements entiers sur A. 


$ 2. Rösultats. 


Soit A un anneau d’integrite, K son corps des fractions, (A,),> , une suite de sous- 
groupes de K, de fagon que 


A, = A, Am’ An< Any (pour mn =>0). 


On dit alors que l’anneau A est muni d’une structure definie par (A,).>0o et 
[lorsqu’on] &erira A, muni de (A,)„>0, on suppose que les conditions ci-dessus sont 
verifiees. 

Par exemple, on peut avoir A„=(0) pour n=1,2,...; ou bien A, = a” pour 
n=1,2,..., oü.aest un ideal fractionnaire de A; ou bien A„=K pourn=1,2,...; 
ou bien par exemple (A,)„>ı definit une graduation de l’anneau A, c.a.d. A est egal 
ä la somme directe des ide&aux A,„,n=1,2,...; ou bien par exemple, (A,)„>0 definit 
une filtration de l’anneau A, c.a.d. 


A24A,>4,2°°:. 
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Remarquons que si 4< A, alors 
ASA,SA,=S..', 
car 
A,=1:A,<A: Aus A, An Ayyı (w=1,2,...); 
de möme, si A, + (0) et A„= K pour un entier n > 1, alors 
Anzı= Any =" =K, 
ear KZ A,’ An< Ansı= K. De AA„< A, il resulte que chaque A, est un A-module 
contenu dans K (mais non necessairement un ideal fractionnaire). 


Definition. Soit "anneau A, muni de la suite (A,)„>0; !anneau A’ = 5 A,X” des 
polynömes n20 
u+a,X+09,X?+:::-+0„X”", mEcA, (n=0,1,...),m>0, 
est appele l’anneau de Rees defini par A, (A,)220: 

On a A'’<K[X] et le corps des fractions de A’ n’est pas n6cessairement egal & 
K(X); par exemple, lorsque A„ = (0) pourn=1,2,....onaA’=A et son corps des 
fractions est K. 

Döfinition. Soit !’anneau A, muni de la suite (A,)„>o et F un corps tel que ASF. 
Un element yEF est dit entier d’espece p 0 sur A,(A,)„>o lorsque y est racine d’une 
equation 

Är + a,Ärir + ,.,X+.=0, EA, (i=i4,...,n). 
En particulier, les elements entiers d’espece 0 sur A, (A,)„-., sont exactement les elements 
entiers sur l’anneau A. 

Notons par /,(A,) lensemble des &l&ments de F entiers d’espece p>0 sur 

A,(A,)ngo- Done A,< I,(A,) et /,(A) est la fermeture integrale de A dans F. 


Lemme 2. Avec ces notations, pour que y€ F soit entier d’espece p Z0 sur A, (A, )n20» 
il faut et il suffit que yXr € F[X] soit entier sur l’anneau de Rees A’. 

En effet, soit y€ F et supposons que 

y + a y"i+ + +m-19y+m=0, EA, ee > 

alors 
(yXP)" + (a, XP) (yAPyY 7 + (a, X®P) (yAPy? ++ (au, APP) (yAP)+a,X=0, 
avec a,Xir€ A,,Xir< A’, donc yX? est entier sur A’. 

Reciproquement, supposons que yX? soit entier sur A’, done yXP? satisfait une 


relation 
(yAP + a (yArT Ha (yAr+  +a_, yA) + =0,;€A, 


m; 
done a; = Za,,X”,a,,€ A,. En 6galant & zero le coefficient de X"” du premier membre, 
j=-1 


on a 
y" + u," + a,9,4" + BEA: + A„,_-1,(n-1)9% ag A,,np gen 0 


avec 


Corollaire. Avec ces notations on a: 

1) Pour tout n=0, I,(A,) est un sous-groupe de F; si A, est un iueal fractionnaire 
de A alors I,(A,) est un ideal fractionnaire de I„(A), si A„= K alors I,(A,) est le corps 
des fractions de I,(A). 

2) Ip(A,)  IpA,)S< Ip(Anyn) pour mnZ>0. 


€ A„(i=1,...,n); done y est entier d’espece p > 0 sur A, (A,)nzo- 
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En effet, soient y, y’ € /,(A,), done yX"”, y'’ X” sont entiers sur A’ et alors de 
(y + y’) X* entier sur A’ il resulte que y+ y’ € /,(A,). 

De möme, soient y€ /,(A,), y’ € /,(A,), done yX", y' X” sont entiers sur A’ et 
alors (y  y’) X”+r &tant entier sur A’, il rösulte que y- y’ € I,(A,;.)- 

Döfinition. L’anneau A, muni de (A,)„20, est dit Prüferien lorsque pour tout p Z U) 
siye€K est entier d’espece p alors y€ A,. 

En d’autres termes, /,(A,) = A, quelque soit p 20. En partieulier, si A, (A„)„2o 
est Prüferien, alors A est un anneau intögralement clos. 


Lemme 3. Soit !anneau A, muni de la suite (A,)„20, soit K le corps des fractions de A, 


F un surcorps de K et B,= I,(A,) pour n=0. Si B’= SB,X" alors B’ est entier 
sur A’ et B, muni de (B,)„20, est Prüferien. r 

En effet, soit yXr € B,Xr< B’; par le lemme 2, de y€ B, = /,(A,), il resulte que 
yX? est entier sur A’; donc B’ est contenu dans la fermeture integrale de A’ dans F(X). 

Pour montrer que B, (B,)„>o est Prüferien, soit yEF, y entier d’espece p > 0 
sur B, (B,)„20, donc par le lemme 2, yX? est entier sur B’ et alors.yX? est aussi entier 
sur A’, donc par le lemme 2, y est entier d’espece p > 0 sur A, (A, )„20, done yEB,=1,(A,). 

Dans le cas particulier oü # = K, l’anneau B = /,(A), muni de la suite (B,).20; 
est appel& la fermeture Prüferienne de A, (A,)220- 

Donc, A, (A,)„20 est Prüferien si et seulement s’il coincide avec sa fermeture 
Prüferienne. 

Avant d’enoncer le th&or&me 4, introduisons encore une notation. Soit 

k 


VAn=f{xEK|z+€A,} pourk2z1,n20. 


k 

Done, on a VAnı2 A„ quelque soit k>21, n=0, en vertu de l’hypothese. 

Theor&mel. Soit Panneau A, muni de la suite (A,)„>0. Alors les conditions suivantes 
sont equivalentes: 

1) A’ = FA„X" est integralement ferme dans K(X), 

2) A, muni de (A,)„20, est Prüferien. 

En outre, si on suppose que chaque A, est un ideal fractionnaire de K ou bien egala K, 
ces conditions sont encore equivalentes a la suivante: 


k 
3) (a) on a YAm = A, quelque otnZ0, kzi et 


(b) si(B,), est la famille d’anneaux de valuation de K contenant A alorss A „=nNB,A, 
2 


pour but nZ0. 

Demonstration: (1)> (2): Soit pZ20 et y€/,(A,), donc par le lemme 2, yX? est 
entier sur A’; par hypothöse, yXr€ A’ done y€A, et /,(A,) = A, quelque sot p => 0, 
c.a.d. A, muni de (A,)„20, est Prüferien. 

(2)> (1): Soit A, muni de (A,)„20, Prüferien, et [€ K(X) entier sur A’sK[X], 
donc necessairement f€E K[X] et il est du type [= Za,X". Par le lemme 1, chaque 
composante homogene a, X" de f est un el&ment entier sur A’, donc par le lemme 2, a, est 
entier d’espece g> 0 sur A, (A,)„20; par hypothöse, a, € A, et alors 


= Zu, MEIAN=A, 


donc A’ est integralement ferm& dans K(X). 
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Supposons maintenant que chaque A, soit un ideal fractionnaire ou ögal A K et 
montrons l’equivalence de (2) et (3). 
(2) (3): Montrons la condition (a). Soit z€ K tel que H€ A„(oüak241,n>0); 
alors x est racine de l’&quation X* — z* = 0 avec zt€ A; done z€E /,(A,) = A, car, A, 
k 


muni de (A,)a20, est Prüferien. On conclut que YA. = A, quelque sot k21,n>0. 


Montrons la condition (b); on peut se restreindre au cas oü A„ + K, donc A, est 
un ideal fractionnaire de A. Soit (B,). la famille d’anneaux de valuation de K contenant 
A et soit zenB,A, (oüu n>0). Par le resultat de Lorenzen, indiqu6 au $1, on a 

2 


n B,A„= A# (a-ideal de K engendre par A,), donc x est racine d’ume &quation 
82 
X" +aX”"!+..-+0,_,X+a„=0 avec .EARSA,, 


et alors € I/,(A,)= 4A, car A, muni de (A,)„20, est Prüferien. On conclut que 
A„=nB,A, quelque sit n>0. 

2 

(3) > (2): Montrons que A, muni de (A,)„20, est Prüferien. Soit x € K entier d’espece 
p=0, donc x est racine d’une &quation du type 

Ä" La Ä"r1ir +0, X +an=0, ac Ay (k=1,...,m). 
Pour montrer que € A,=nB,A, il suffit clairement de montrer que pour toute 
2 


valuation w€EQ on aw,(x)€E w(B,A,). Or, s’il existait une valuation w, € 2 telle que 
w,(x)$ w,(B,A,) alors il serait x$& A, donc xk € A,, quelque soit k=1,...,m; il resulte 
que pour k=1,...,m,ona 
w,(a,2”=*) = w,(a,) + (m— k) w,(2) > mu(2); 
on conclut que 
o=w(0) = w(z" +a2"T+  +a„,127+4,) 
— min {w,(a,) + (m — k) w,(2)} = m w,(2), 

absurde! 

Corollaire 1. Soit A un anneau de valuation, muni de la suite (A,)„20- Alors les 
conditions suivantes sont equivalentes: 

1) A’= ZA„X"® est integralement ferme dans K(X), 

2) A, muni de (A,)„20, est Prüferien, 


k 

3) YAm = A, quelque sot n>0, k21. 

En effet, il suffit de remarquer que, pour un anneau de valuation A tout A-module 
distinet de K est un ideal fractionnaire. 

Il est bon de noter que la condition (3) ci-dessus n’implique pas nöcessairement 
qu’on ait A&= A,, quelque sot n >20, k241. 

Comme consequence triviale du th&oreme, on obtient encore ce r&sultat bien connu: 

Corollaire 2. Le corps K est algebriquement ferm& dans K(X); c.a.d. si fE K(X), 
ft K, alors f est transcendant sur K. 

En effet, prenons A = K, A} = (0) lorsque n >21; alors K, muni de (A,)„20, est 
Prüferien, done A’= K est intögralement ferm& dans K(X). Donc, si FEK(X) est 
algebrique sur X, il satisfait une relation 


ar +af"!+ +an=l, o=+0, 
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donc 
(a,f”) + a,(apf)"' + A,4,(a,f)""? +. +0 ',=0, 


donc a,f serait entier sur K et alors a,f € K, done fEK. 


Corollaire 3. Soit (B,), une famille d’anneaux (par exemple, de valuation) d’un 
corps K, chacun des anneaux B, etant Prüferien relativement ä une suite de sous-groupes 
(B,n)nzo- Alors A=NB, est un anneau Prüferien relativement ä la suite (A,)„20, oü 


[°' 
A,„=nB,, pourn=0. 
2 


En effet, si chaque anneau B, est Prüferien relativement ä la suite (B, „n2o: 
st A=nB,A,=nB,,. (pour n=0,1,2,...). Tout d’abord on a A,=A et 
2 [% 


AmAnS< Amz;n pour m,n >0.SiyE€K est entier d’espece p 2 0 sur A, muni de (A,)„>» 
alors y est racine d’une &quation 


A” +aA”'++0,_,X+0,=0, .€EA,„sB, (k=1,...,m), 


done pour tout B,€EQ y est. entier d’especee p>0 sur B, (B,„)«s0; par hypothöse 
yenB,,= A,, ce qui montre que A, (A,)„20, est Prüferien. 
[% 


Nous allons maintenant indiquer quelques conditions suffisantes pour que la 
reciproque du corollaire 3 soit valable. 


Thöoröme 2. Soit A, muni de (A,)„> 0, un anneau Prüferien, et K le corps des fractions 
de A. Pour que tout anneau de valuation Bde K, A<B<K, muni de la suite (B,).=o» 
avec Bu = B: A,, soit Prüferien, il suffit qu’une quelconque des conditions suivantes soil 
verifiee: 

(a) K est algebriquement clos, 

(b) Ak = A,. quelques soient kz1,n 0. 

Il resulte alors que, si chaque A,„ est un ideal fractionnaire ou egal a K alors 


A„n=nB,-A, pour tut n=0, oü (B,), est la famille d’anneaux de valuation de K 
2 
contenant A. 


Demonstration: En effet, supposons qu’on ait demontre que tout anneau de valuation 
B, de K tel ue A<B,<K est Prüferien relativement ä la suite (B,- A„)„20. Alors, 
par le resultat de Lorenzen, si A „+#KonanB, :A,= Af# (a-ideal engendre par A,), 
done A, (A,)a>0 etant Prüferien, on a Af=A,. 

Montrons successivement que chacune des conditions (a), (b) entraine que tout 
anneau de valuation BdeXK, A< B<K, soit Prüferien relativement ä la suite (B - A,).2o- 

(a) Soit K algebriquemeni clos, zE K tel que «€ B- Am, done il existe yE A,, 
tel que w(a*) > w(y); or, il existe zEK tel que z*=y donc w(x* > w(z*) et 
w(x) Z w(z); de z2* € A. il resulte que z est racine de X*— z* = (0), donc z est entier 
d’espece n sur A, (A,)„20, et par hypothese z€ A,; on conclut que z€ B: A, et alors B 
muni de (B- A,)„>0, est Prüferien. 

(b) Soit zE K tel que «EB Am, done il existe y € Am tel que 
w(z*) > w(y). Or, de A,, = A% on deduit que y est somme d’un nombre fini d’&l&ments 
du type z2,''*z, avec z,€A,„. Il resulte qu’il existe au moins un &elöment z; 
tel que k: w(z,) S w(y), sinon on auraii %k - w(z,) > w(y) quelque suit z,, si 
w(z,) = min {w(z,)} alors w(z,"2,) Zk-w(z,) >w(y), ce qui es; absurde, car de 
y=&z,'''z, vient w(y) Z min {w(z,:**2,)}. Done k-w(x2) Zwl(y) Zk-w(z,) ei 
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w(x) Z w(z,) avec 2; € A„, ce qui montre que z€ B-A, et alors B, muni de (B- A 
est Prüferien. 

Nous ne savons pas decider en gen£ral si, A, muni de (A,).>., etant Prüferien, alors 
tout anneau de valuation B contenant A, muni de la suite (B- A,), 02 , est aussi Prüferien. 


nIn20 


Dans le cas oü l’anneau A est normal, nous pouvons d&montrer: 


Th6or&me 3. Soit A un anneau normal, K son corps des fractions, (B,), la famille 
des valuations essentielles de !anneau A. Si A, muni de la suite (A,)„2o, oü chaque A, 
est un ideal fractionnaire ou egal ä K, est Prüferien, alors chaque anneau de valuation 
essentielle B, est Prüferien relativement ä la suite (B,A,)„2. et ona A „=nB,A, pour 
n=0,1,2,.... 9 


k 
Demonstration: Montrons que YB,A„=B, A, quelque sot k>21, p=0. Soit 
k 


ze K tel que «€ B,A,,. Si A, = K alors de) A,„ = A, (car A, (A,)„>0 est Prüferien) 
k 


il resulte que A,=K= VK done z€K= A,=B,A,. Soit A, +K, donc A,, est 
un ideal fractionnaire de A et alors, A &tant normal, il existe seulement un nombre fini 
de valuations essentielles 3, telles que w,(B„Ar,) # N (ensemble des entiers > 0). 
De w„(2*) = 0 pour presque toutes les valuations w„€ @, on deduit que l’ensemble 
fw, €Q | wa(2*) $ wa(BaAr,)} est fini; notons w,,.. ., w., les valuations de cet ensemble, 
lequel ne contient pas w,, par l’'hypothese. Par le th&oreme d’approximation renforc6, 
il existe y€ K tel que 


u, 0 
et 
w(y) + w.(2)€ w.(B,A,) 


uy)=0, wy)=0 
lorque w,€ ®, distinet de w,,, w,. Done 
u.y)=S0, 
w,(y) + w„(z) ER w„(B,A,)< w,(B, Ay) 
u(y) =0, u,(y') > 0 
lorsque w;€®, distinet de w,,, w. Done vrrenB,An; or, NB,An est le v-ideal 


engendre par A,, qui coincide avec le b-ideal engendr6 par A,,(car A est un anneau normal); 
donc, par le theor&me de Lorenzen, N B,A,, est le a-ideal engendr& par A,, et puisque 
2 


A, (A,)nz0 est Prüferien, N B,A,, = A,,. Donc 
2 


k 
yceYAy=A, 
et alors 
zeA,' yr'sB,A, car w(y) = 0. 


Cela montre que B,, muni de (B,A,)„20, est Prüferien et que 
A„n=nBA, pour n=(,1,.... 
Q 
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Sur l’anneau de Rees A’ = 2 A„X” associe & l’anneau A, muni de (A,)„20, On peut 
considerer la famille de sous-groupes (A,),20, definis par A, = 8 A,,,„X” (pour tout 
p=Z0).OnaA,=A4)', A,-A,SsA,;, car g 


4A (EM F) (Asa) 


Il est alors possible considerer l’anneau de Rees (A’)' = 24, X? defini par A’, muni de 
la suite (A,),20- 
Pour d&montrer le th&or&me 4 nous avons besoin d’un lemme: 


Lemme 4. Soitl’anneau A, muni de la suite (A,)„20, etl’anneau de Rees A’ = 3 A,X", 


muni de la suite (A,),20, A, = ZA ‚Ar. Sif= Z in X" € K[X] est entier d’espöce p = 0 


sur A’, (A,),20, alors toute composanie homogene a„X” de f est aussi entier dur pZV0 
sur A’, (A,),20- 

En effet, par le lemme 2, f est entier d’espece p > 0 sur A’ nr si et seulement 
si [YP = Za„X”Y” est entier sur l’anneau de Rees A’ = EA, Y'< KI[X,Y]. Par le 
lemme {4 du R 1, toute composante homogene (a, X”) Y? de fY? est entier sur A”, done 
par le lemme 2, a„X” est entier d’espöce p > 0 sur A’, muni de (A,),20- 

Theoröme 4. Pour que ’anneau A, muni de (A,)„20, soit Prüferien, c. a. d. pour que 
l’anneau de Rees A’ = ZA,„X" soit integralement ferme dans K(X), il faut et il suffit que 
A’, muni de la suite (A,),20, soit Prüferien. 

Demonstration: Soit A’, muni de (A,),>0, Prüferien et y€ K un entier d’espece 
p=0 sur A, (A,)„20; done, y est racine d’une &quation 


Y"r +aY”1+0,Y7”"? +. +0,=0, € A, } sa 
or, 
A,SA,yt+ Aysı Ä+ Age’ + = A, 
done y est entier d’espece p > 0 sur A’, muni de (A,),20; puisque y€ K et K est contenu 
dans le corps des fractions de A’, alors par ’'hypothese on a yEA,n K= A,, donc 
A, (A,)nz0, est Prüferien. 

Reciproquement, soit A, (A,)„20, Prüferien, et f un elöment du corps des fractions 
de A’ (lequel est contenu dans K(X)) entier d’espece p > 0 sur A’, muni de (A,).>0; 
donc f est racine d’une &quation 

Y"-+bY"'+..+b,=0, bLeA,<KIX]; 
il resulte que f est entier sur X[X], done fEK[X] et il est du type [= Za,X?. Par 
le lemme 4, chaque terme a, X? est entier d’espece p > 0 sur A’, (A,)„20, done a,X? est 
racine d’une &quation du m&me type: 
(a, A)” + bila, X)" + +5, =0, bEA,;,, 
done 


ip+j* 


b=zb,X e b,€CA, 
; 
En prenant le terme en X?" on a 


rt et =, 
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oü di € Ayp+g, done a, est entier d’espöce p +gq sur A, (A,)„20, et par l’hypothöse 
a, € Ay+g, donc 


[= ZUM EA, = ZAnı KR", 


ce qui montre que A’, (A,)„a20, est Prüferien. 

Le th&or&me 1 permet de donner une classe simple d’exemples d’anneaux de Rees 
integralement clos mais non completement integralement clos. 

Soit, par exemple, A un anneau integralement clos (Noetherien ou non) et 
A,h,=As='''=K (corps des fractions de A). Alors, par le th&or&me 1, l’anneau de 
Rees A’= A + K[X]-X est intögralement clos; toutefois, il n’est pas complötement 
integralement clos, car si yEK, y$A alors y" X€ A’ quelque soit n>(0 sans que y 
appartienne ä A’. Donc, en particulier, A’ n’est pas un anneau Noetherien. 
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Über lineare Übertragungen mit fallweise 
konstanter Torsion. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 
Von M. Pinl in Köln 





Wir beziehen uns im folgenden auf die Gruppe ©, aller stetigen Punkttransfor- 
mationen 


’ 


(1) z,= fl. 


mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante. Wir setzen also die Funktionen f, zu 
mindestens einmal stetig differenzierbar voraus und gewinnen damit die induzierte lineare 
homogene Gruppe für die ersten Differentiale dx“ und die ersten Ableitungen eines Skalars. 
Diese lineare Gruppe bestimmt den Begriff der ko- und kontravarianten Transformation 
und damit den Tensorbegriff über &,. Auch die induzierte Gruppe für höhere Differentiale 


und höhere Ableitungen ist mitbestimmt, wenn wir in (1) geeignete Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen treffen. In derartigen Koordinatenmannigfaltigkeiten X, ist eine im 
Sinne von H. Weyl lineare Tensoranalysis!) beliebiger Differentiationsstufe möglich. Den 
Übergang zur allgemeinen Tensoranalysis ermöglicht die Einführung einer linearen Über- 
tragung, d. h. eines Systems von n® Funktionen T*,(z,, .. .,x,) mit dem Transformations- 
gesetz?) 
02 7; a 0% O8 _ 

a A777 A 
Eine X, mit einem System von Komponenten T;,, die sich nach (2) transformieren, 
heißt eine Z,, die Komponenten I”, heißen die Komponenten des affinen Zusammen- 
hangs der L,. 

Aus (2) folgt I‘, = TI’, wenn I”, = 0 ist, und umgekehrt I”), = I}, , wenn I" = 0 ist. 
Ein affiner Zusammenhang, der auf Null transformiert werden kann, ist also notwendig 


symmetrisch ®). Eine Z,„ mit symmetrischer Übertragung heißt eine A„. Einem affinen 
Zusammenhang /';, entspringt auf nullter Differentiationsstufe der Torsionstensor 


(3) biz zu. TNapı rail 47%, ur TS.) ns ae la 
und auf erster Differentiationsstufe der affine gemischte Krümmungstensor 
ol“ ol“. 


(4) 8 ug du, + Erle — IT, T%,- 


1) Vgl. H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, Kap. I, $ 7, S. 50; 5. Auflage, Berlin 1923. 
®) Vgl. L. Pf. Eisenhart, Non-Riemannian Geometry, Ch. I, p.3; American Mathematical Society, New 


York 1927, 
3) Vgl. ?) p.4. 
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In A, verschwindet t}, identisch. Da es sich um einen Tensor handelt, ist diese Eigenschaft 


vom Koordinatensystem unabhängig. Wir fragen im folgenden nach Bedingungen, unter 
welchen die Komponenten ti}, in einem geeigneten Koordinatensystem auf nicht ins- 
gesamt verschwindende Konstante c}, transformiert werden können. Man kennt das 
analoge Problem aus der Theorie regulärer Riemannscher Räume V„ vom metrischen 
Fundamentaltensor gas(%,, - - -, 2.) mit | gas | #0 und den Satz: der reguläre Funda- 
mentaltensor g.; läßt sich genau dann auf nicht insgesamt verschwindende Konstante c,, 
transformieren (mit | cs |+ 0), wenn der zu g,, gehörige Riemann-Christoffelsche Krüm- 
mungstensor R},, verschwindet). Diese Bedingungen charakterisieren unter den Riemann- 
schen V„, in vom Koordinatensystem unabhängiger Weise, die euklidischen Räume E,. 
Der zu g,; gehörige affine Zusammenhang ist symmetrisch und durch die Christoffelschen 


Klammern zweiter Art (u gegeben: 





5 A\_ 41 ‚20 ( %« GB Mal _SA, 
(5) 1) = ge", aß] = €’ ( ErF > 3 dr, = (ah 


1 = 0 
io in ‚oe 
g Bu lG, o+o' 


Wir versuchen im folgenden dieses in der Theorie regulärer symmetrischer kovarianter 
Tensoren zweiter Stufe bekannte Resultat für die Theorie des Torsionstensors t}, einer L, 
nutzbar zu machen, indem wir von den asymmetrischen Komponenten I}, ausgehen 
und mit Hilfe der Torsions- und eventuell auch der Krümmungskomponenten (3) und (4) 
geeignete symmetrische kovariante Tensoren zweiter Stufe aufbauen. Wir nennen die so 
entstehenden Tensoren assoziierte Tensoren, die durch sie repräsentierten Riemannschen 
Räume assoziierte Riemannsche Räume und die zugehörigen Riemannschen Übertra- 
gungen assoziierte Riemannsche Übertragungen. 

Unter die zu t}, assoziierten Tensoren fällt auch der kovariante Torsionsvektor 
1; =13,°). Für n = 2 bestimmt umgekehrt t, auch t},, denn man hat , =,,, =. 
In diesem Falle gilt®): die Torsion t}, eines Z, kann dann und nur dann auf konstante 
nicht insgesamt verschwindende Komponenten transformiert werden, wenn der Torsions- 
vektor t; ein Gradient ist. Wir setzen also weiterhin n > 3 voraus. 


$ 1. Assoziierte reguläre Riemannsche Räume. 


Neben dem Torsionsvektor ti, ergibt sich aus den Komponenten t}, durch Über- 
schiebung in einfacher Weise der symmetrische kovariante Tensor zweiter Stufe”) 


(6) Eaß . th, _ Eha* 
Für n = 2 gilt stets | g., | = 0. Für n > 3 können reguläre wie singuläre Fälle auftreten. 
Im regulären Falle existiert die assoziierte Riemannsche Übertragung (5) mit dem 
Krümmungstensor 
4 
e, 


*) Vgl. R. Weitzenböck, Invariantentheorie, Abschnitt XIII, $ 15; Groningen 1923. 

5) Vgl. @. Vranceanu, Legons de G&omötrie Difförentielle I, Ch. IV, p. 191; Bukarest 1957. 

®) Vgl. M. Pinl, On affinely connected manifolds whose torsion can be transformed into constant com- 
ponents. Wird in Proc. of the American Mathematical Society, Vol. 11. No. 3, June 1960, erscheinen. 

') Vgl. 5). 





Damit ergibt sich das bekannte Resultat ®): 
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(I) Die Komponenten t}, einer L,(n 23) mit regulärem assoziierten Tensor g,, (6) 
lassen sich dann und nur dann auf konstante nicht insgesamt verschwindende Komponenten 
c}, transformieren, wenn 


A 
8) RAR, an Be +, rl} - {2} = =0 {ay,..., 2}. 


Im singulären Falle | g,.,; | = 0 existieren zwar die Christoffelschen Klammern erster Art 
[o, «ß], aber nicht die zu g,, assoziierten kontravarianten Komponenten g“ und daher 
nicht die Christoffelschen Klammern zweiter Art. Daher versagt im singulären Falle die 
Satz (I) zu Grunde liegende Methode, solange man am Tensor g,; und der Transfor- 
mationsgruppe ®, festhält und den Tensorkalkül über der von ®, induzierten linearen 
homogenen Gruppe aufbaut. Um einen regulären Ersatz für den singulären Tensor (6) 
zu gewinnen, ziehen wir den affinen gemischten Krümmungstensor (4) heran, bilden den 
in x und ß symmetrischen Krümmungstensor 


(9) Ghz, . Top, + T pay ze Gäu, 
und verjüngen über A = y?). Ist der so entstehende symmetrische kovariante Tensor 
zweiter Stufe 
(10) hys Ghai "- LP 
* 
regulär, so existieren die zu h,; gehörenden Christoffelklammern (dh und Krümmungs- 


komponenten R},, und man erhält in Analogie zu (I) das Resultat: 

(II) Die Komponenten t}, einer L, (n 3) mit regulärem assoziierten Tensor h,, 
(10) lassen sich auf konstante nicht insgesamt verschwindende Komponenten c}, trans- 
formieren, wenn 


a A\* ı[eN\* .1.0 Ir 
(11) Ri, 20, ta 3 - +2 = yo — lb ei —i. By "=o, (a;::0,)- 


Die Bedingungen (11) sind im Gegensatz zu den Bedingungen (8) nur hinreichend, da 
im allgemeinen konstanten Komponenten t}, variable Komponenten 7’, entsprechen, 


* 
welche in die Tensoren (4), (9), (10) und in die Klammern 3} eingehen. 


$ 2. Assoziierte singuläre Riemannsche Räume. 


Wir bezeichnen den Rang der Matrix || g.; || der Tensorkomponenten (6) mit m 
und den Defekt n — m mit d. Einem regulären Riemannschen V,„ entspricht der Defekt 
d = 0, einem totalsingulären der Defekt d = n. Für d = 0 ist Satz (I), fürd = n Satz (II) 
zuständig, wofern | h.;| + 0 ist. Wir behandeln jetzt den allgemeinen Fali<d<sn—! 
und betrachten das dem Tensor g,, zugeordnete Pfaffsche System 

(12) %Egsdaer =0, 0, ß=1,2,..,n; n 23. 

Im weiteren Text sollen griechische Indizes (wie bisher) die Werte 1,2,...,n durch- 
laufen, kleine lateinische Indizes die Werte 1,2,..., m und große lateinische Indizes die 
Werte m+4,...,n. Nach Voraussetzung enthält die Matrix || g., || m linear unab- 
hängige Zeilen. Daher können wir nach passender Abänderung der Bezeichnungsweise 
an Stelle von (12) von dem Pfaffschen System 

0, = guydar; s=1,2,..,m; B=1,2,...,n 


#) Über swei gleiche Indizes, von denen der eine im gleichen Term höher steht und der andere tiefer, ist 
stets zu summieren (Summenkonvention des Tensorkalküls). 





Pinl, Lineare Übertragungen mit jallweise konstanter Torsion. 111 


ausgehen. Sobald ein Koordinatensystem z,,...., x, existiert, in welchem t}, = c}, gilt, 
verwandeln sich die Koeffizienten des Pfaffschen Systems (13) nach (6) in ein System 
von Konstanten c,; vom Rang m, und die bilinearen Kovarianten der Pfaffschen Formen 
o, verschwinden identisch. Daher gilt: 


(III) Das zu einer L„, deren Torsion auf konstante nicht insgesamt verschwindende 
Komponenten transformiert werden kann, assoziierte Pfaffsche System (12) bzw. (13) ist 
vollständig integrabel. 

Ein singulärer Riemannscher Raum vom Rang m heißt reduzibel-singulär, wenn ein 
„reduzierendes‘‘ Koordinatensystem angegeben werden kann, in welchem die Matrix der 
Komponenten g,; die kanonische Gestalt 


Sim ++» Sim; 0,...,0 


Emm * + +» 8mm Br 0 
Peer 75 TE, 














B.... 0 es 


gewinnt), andernfalls irreduzibel-singulär"!). Singuläre Räume vom Defekt d =1 sind 
stets reduzibel!?). Allgemein gilt: ein singulärer Riemannscher Raum ist genau dann 
reduzibel, wenn sein zugeordnetes Pfaffsches System vollständig integrabel ist. Das 
bedeutet in unserm Fall: 


(IV) Ist der einer L,„ assoziierte Riemannsche V„ vom Fundamentaltensor (6) irre- 
duzibel-singulär, so gibt es keinerlei Koordinaten, in welchen die Torsionskomponenten t}, 
konstant ausfallen. 

Ist in einem reduzierenden Koordinatensystem für die Matrix der g,, die kano- 


nische Gestalt (14) gewonnen, so gilt nach P.K. Racheffskij überdies LS = 0 für 
A 
r,s=1,23,..,m; A=m-+Il,...,n. Die Reduktion auf die kanonische Gestalt (14) 
wird durch je m unabhängige Integrale des vollständigen integrablen Pfaffschen Systems 
geleistet, wenn man diese Funktionen als neue Veränderliche einführt 2). Die reduzieren- 


den Koordinatensysteme hängen durch die Transformationen der separablen Gruppe ©, 
4, = h(zı, 42), Im+ı = Im+ı(lm+n ... %,); 
(15) 


Zn = Im(%ı ...-. m); ZT er In (Zun+1 ... %.); 


10) Vgl. C. Jankiewicz, Sur les espaces riemanniens dögöneres, Bulletin de l’Acad&mie Polonaise des Sciences 
Cl. III, Vol. II, No. 7, 1954, 301—804. Solche Riemannsche Räume werden in der Literatur auch als holonom- 
singuläre Riemannsche Räume bezeichnet. 

1) Solche Riemannsche Räume werden in der Literatur auch als nichtholonom-singuläre Riemannsche 
Räume bezeichnet. 

12) Vgl, 10), 

18) Vgl. 10), 
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zusammen, welche die Struktur der Matrix (14) invariant läßt. Die Transformationen 
(15) gehen durch Spezialisierung der Funktionen f, aus den Transformationen (1) hervor, 
Da sie untereinander eine Gruppe bilden, ist &, eine Untergruppe von ®,. Gegenüber der 
Gruppe ®, verhalten sich die reduzierten Komponenten g,,(%1; - - -, 2m) des singulären 
Tensors g.,z wie die Komponenten eines regulären Tensors vom Rang m im m-ären Gebiet 
eines Systems reduzierender Koordinaten z,,..., 2m. Da |g,,| # 0 ist, können über &, 
kontravariante symmetrische Komponenten g” gebildet werden, welche den Bedingungen 


U u n Pe genügen. Ebenso kann man jetzt die zu g,, gehörigen m-ären 


Christoffelklammern {x} und den Krümmungstensor R;,; berechnen und über ®, defi- 

2 an 
nieren, wenn man den Defekt mit d < n — 2 beschränkt (da die Anzahl un 4) der 
Komponenten AR;,, für.m = 1 verschwindet). Sind also die nicht insgesamt verschwinden- 
den Komponenten der Torsion t}, einer L,(n > 3) konstant, ist der assoziierte Tensor 
(6) vom Defekt 1 <d<sn—.2 und verschwindet der über ®, definierte Riemann- 
Christoffelsche Krümmungstensor des reduzierten Tensors g,, identisch in allen redu- 
zierenden Koordinatensystemen, so existiert innerhalb ®, eine Transformation, welche 
die Matrix (14) in die konstante Matrix 


Cj1y ++ +; Cm 0,...,0 


a ee Vi 


Der 0.50 














AFP. AK 


verwandelt. Liegt umgekehrt die konstante Matrix (16) mit |c,, | #0 vor, so gilt mit 
Ers = Cr 


an Ay 5 ( Ze) =0, um4s=1,2,....,m. 


Schreiben wir die Transformationsgleichungen für die Tensorkomponenten t}, in der 
Gestalt 


07; 0%, 0x 

18 de a EZ 

(18) “dx, dx, dx,’ 
so folgt durch Differentiation nach x, 
ei 9x, ch 

’ ’ + ud ’ ’ 
0x, 0x, 0x, 0x, 
"Ol, 0x, 02, 02, ( er, 02, 02, #2, ) 
\ 02,02, 0x, 0x, 0x, 0x, 

Beide Gleichungssysteme, (18) wie (19), gelten innerhalb ®, und daher auch innerhalb 
&,. Um für t}, zu einer kovarianten Differentiation zu gelangen, müssen die zweiten 
Ableitungen in (19) nach E. Christoffels klassischem Verfahren eliminiert werden. Dafür 
stehen zwar die n® asymmetrischen Komponenten 7”, des affinen Zusammenhangs der L, 


(19) 


Oz, 9x, 02, 02, 
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zur Verfügung, doch schließt deren Verwendung jedweden Einfluß des zum reduzierten 
Tensor g,, gehörigen Krümmungstensors R;,, aus. Wir versuchen daher, die zu g,, gehörige 
reduzierte Übertragung iM - {u} durch weitere Klammern so zu ergänzen, daß im Falle 
gr = C„, entsprechend (17) nicht nur die Klammern u sondern auch die ergänzenden 


Klammern verschwinden. (Gelingt diese Konstruktion, so fallen in Analogie zu Satz (I) 
in dem entsprechenden Koordinatensystem die — zu dieser ergänzten Übertragung — 
kovarianten Ableitungen der Torsion mit den gewöhnlichen Ableitungen der t}, zu- 
sammen!). 


Nun gilt für alle Christoffelklammern {ua} das Transformationsgesetz 
o\_fA LA [07 2A 02, 0% w 
(20) {2} en (u 01, 0x, 08; “ 02,02, 0x; ’ Ahaar=1,2,...n. 
Für &, , A, 0,0, r < m sind die Gleichungen (20) die Transformationsgleichungen der zu 
&,, gehörigen [3 . Da die ergänzenden Klammern En für welche mindestens einer 


der Indizes &, , A größer als m ausfällt, im Falle g,, = c,, mit den {a} zusammen ver- 
schwinden sollen, setzen wir jetzt 


4 ia 1 7u OBau OB au OBuB 
(= 38 ( 02 ne 222, wenn %ß,A,usm, 


{ 2 = (, wenn mindestens einer der Indizes &, ß, A >m. 


aß 


Da die Transformation (20) keine Tensortransformation ist, besteht von vornherein 


(21) 


a = (0 in einem Koordinatensystem auch {e} = (0 in einem 


anderen Koordinatensystem zu bekommen. Diese Garantie ist nur dann gegeben, wenn 


keine, Garantie mit { 


2 
in (20) die zweiten Ableitungen er verschwinden. Für A,o, r S m sind wir daran 
0%, 
02,0x, 
eine Beschränkung der Funktionen f„;1; - - -, /„n in den Transformationen (15) auf lineare 


Funktionen. Mit {a} verschwinden dann stets auch die Klammern {2} ‚sobald einer 


der Indizes den Wert m übersteigt. Damit ist gezeigt: 


(V) Die Torsion t}, einer L,(n = 3) mit reduzibel-singulärem assoziierten Riemann- 
schen V„, vom Fundamentaltensor (6) und Defekt 1 <d<n—.2, kann genau dann auf 
konstante nicht insgesamt verschwindende Komponenten c}, transformiert werden, wenn der 
zur Übertragung (21) gehörige Krümmungstensor Ri, und die zur gleichen Übertragung 
gehörigen kovarianten Ableitungen t},,,, identisch verschwinden. Dabei sind die Tensoren 
Ri. und t};.,, über der Gruppe von Transformationen 


nicht interessiert. Fordern wir aber =0 (für A=m-+1,...,n), so bedeutet das 


7 
z = fılay. HD) ur = Cn+1,4%° + Car 





(22) 


’ ’ 
Im ru Im(2ı, ee Lm)s 
Journal für Mathematik. Bd. 204. Heft 1/4 
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definiert und die Transformation auf konstante Torsion erfolgt durch eine Transformation 
dieser Gruppe"). 

Mit diesem Ergebnis ist ein Analogon zu Satz (I) für den Fall singulärer Riemann- 
scher Begleiträume vom Fundamentaltensor (6) gewonnen. Ebenso kann man ein Analogon 
(VI) zu Satz (II) für den Fall reduzibel-singulärer') Riemannscher Begleiträume vom 
Fundamentaltensor (10) gewinnen, wenn man den Defekt d* des Tensors h,z (10) mit 


* 
4 <d* <n-—2 beschränkt und die zu h,, gehörigen Christoffelklammern {u} e 


Rahmen der Transformationen (22) analog (20) und (21) einführt. Wiederum erhält man 
aber mit Hilfe des Tensors h,,; nur hinreichende Bedingungen für die Existenz konstanter 
Torsionskomponenten. 


$ 3. Rein affine Diskussion; Beispiele. 


Der praktische Wert der Kriterien (I) und (V) und der hinreichenden Bedingungen 
(II) und (VI) vermindert sich mit wachsendem Defekt der verwendeten Tensoren (6) 
bzw. (10). Insbesondere werden die Aussagen für d bzw. d* =n—A,n trivial (für d 
bzw. d* = n besteht das System (22) durchgehend aus linearen Gleichungen). 

Ein Beispiel für eine Z, mit d* = n bieten die Mannigfaltigkeiten Z,, deren affiner 
Krümmungstensor I';,, (4) identisch verschwindet. In diesem Falle kann man ein Koordi- 
natensystem einführen, in welchem die asymmetrischen Komponenten 7’, des affinen 
Zusammenhangs die Werte 


(23) = ‚Er 


7 
end = — ur? 


olg yı 
0%; 


und die Torsionskomponenten daher die Werte 
o a in 
annehmen, wobei über die Indizes x, ß nicht zu summieren ist!*). Mit Hilfe der Bezie- 
hungen (23) und (24) lassen sich leicht Beispiele für krümmungsfreie Z,„ mit konstanter 
nichtverschwindender Torsion angeben. Wir setzen etwa für n = 3 
lg yı = Xılzı) + Cote + 61323, 
(25) lg y, = cho2ı + Xelze) + C232, 
lg 9 = 2, + 2, + X(2,) 
mit beliebigen (differenzierbaren) Funktionen x,(%), X2(23), X3(25). Dann ergibt (23) 
Tı =—- m Te = —- m Ta = Ta =Tı =T3=T, =T,2=T,=0, 
(6) [= Te = TI, =-Tı = Te = 7-0, Ta Ta Ta = — 
IT, =Ta=T, =13=- 172 =-Tı1 =0, In = Te = TH =—% 
und (24) 
2, = — Un 2; = — a ia = 0, 2, = u, 5 = 0, 2 = — Ch, 
ER 12 = 0, 21, = ou [* = 0%. 


14) Für die Integrale der Pfaffschen Systeme ergeben sich im Falle konstanter Koeffizienten lineare Be- 
ziehungen zwischen den Koordinaten. Führt man diese Integrale als neue Veränderliche ein, so ergeben sich für 
die induzierten Transformationen der Tensorkomponenten Transformationen mit konstanten Koeffizienten, 
welche also konstante Tensorkomponenten wiederum in konstante Tensorkomponenten überführen. 

15) Hier muß die Reduzibilität des jeweiligen Riemannschen Begleitraums eigens vorausgesetzt bzw. 
geprüft werden. 

16) Vgl. 2) Ch. I. $10, p. 22. 





Pinl, Lineare Übertragungen mit fallweise konstanter Torsion. 


Für den symmetrischen Teil /X,,, der Übertragung (26) erhalten wir 
Tan ee Xu 212) NT Cie 2 lt, a Cs Tan) Ten u Pen = 0, 
Tan =(, 21 ı2, = — 1 Tas, =(, Tee, = — 5 
(28) al es) = — Tees) =(, 
Tan =, Ta =(, 2lKıa, = — Cu Tee, =, 2l es, = — 
Tess) =— x. 


Der zu (28) gehörige Krümmungstensor S},, (Krümmungstensor des symmetrischen 


Teils IX,,, der asymmetrischen Übertragung 7}, mit I”,,= 0) verschwindet im all- 
gemeinen nicht, da andernfalls auch der verjüngte Krümmungstensor s;, = S},, ver- 
schwände. Für den symmetrischen und schiefsymmetrischen Teil dieses Tensors s,, gilt 
jedoch !”) 








e 1 A 
san = 7 E27) OL 
ee) 


Sa = 5 
za rr, ö7, 


Ten) _ ia 


0% + Dal ken 7 Tan? 


(ag)? 





und man bekommt somit z.B. für s,, = $,,,, den im allgemeinen nichtverschwindenden 
Wert 
4, = ()” + (3) — ck + 651) X- 

Der asymmetrische Zusammenhang (26) führt demnach auf ein Beispiel für eine krüm- 
mungsfreie L, mit konstanter nichtverschwindender Torsion (27). Offensichtlich führt die 
Zerspaltung der asymmetrischen Übertragung I’, in symmetrische und schiefsymme- 
trische Teile und die damit verknüpfte Zerspaltung des affinen Krümmungstensors I'},, 
auf verschiedene neue Wege zur Behandlung von Mannigfaltigkeiten L,„ mit konstanter 
Torsion. Eine ausführlichere Darstellung dieser Verhältnisse soll bei späterer Gelegenheit 
versucht werden. 

Ein Beispiel mit d=n=3undt, =t, == 0 hat G. Vranceanu mitgeteilt'!®), 
Sein Ergebnis lautet: Die Z, mit t},14, = g,; = 0 und t, = 0 können stets auf Koordinaten 
bezogen werden, in welchen t,, = 1 gilt und alle andern t}, verschwinden. Ein Beispiel 
fürd=n—i1=2undt, =1,%,=t1 =0 erhält man mit den Komponenten 


„al y- sy sy -yeb=-y-mi, 0 
Yy=—2 „= Yu =— Yon 


welche die für m = 1 und t, =1, t, = 1, = 0 entstehenden Bedingungen befriedigen, die 
durch das System 


y+2y sy ti bh -Ynt vu ht yyı = y ty =—t, 
Sms tn=-0 Yutyhtyhtyh=9 u—u—t, 
Y% + 29,9, + y =(, YyY%yt Yu —Yyı tt yyı I, u tu =I, 


dargestellt werden. 


17) Vgl. ®) Ch. I. $5, p.8. 
18) Vgl. 5) Ch. IV. p. 197. 





Eingegangen 26. September 1959, 





Trennende Knotenpunktmengen und Reduzibilität 
abstrakter Graphen mit Anwendung auf das 


Vierfarbenproblem‘'). 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 
Von G. A. Dirac in Hamburg. 





Diese Arbeit enthält allgemeine Sätze über abstrakte Graphen. Es werden aus- 
schließlich rein kombinatorische Methoden verwendet. Das gewonnene Resultat steht 
auch in enger Beziehung zum Vierfarbenproblem. 


1. Einleitung. 


In der Theorie des Vierfarbenproblems spielen bekanntlich die sogenannten irre- 
duziblen 5-chromen Landkarten eine sehr wichtige Rolle. Das sind Landkarten auf der 
Ebene (oder auch auf der Kugel), für deren Färbung vier Farben nicht ausreichen, und 
welche die Eigenschaft besitzen, daß man aus ihnen durch beliebig wiederholte Anwendung 
der zwei Reduzierungsprozesse, des Weglassens von Gebieten und der Vereinigung zweier 
benachbarter Gebiete zu einem einzigen Gebiet nicht eine neue 5-chrome Landkarte erhalten 
kann. Sonst heißt die Landkarte reduzibel. (Zwei Gebiete heißen benachbart, wenn sie 
eine oder mehrere gemeinsame Grenzlinien haben.) Dieser Begriff kann ganz analog zum 
Begriff der irreduziblen bzw. reduziblen k-chromen Landkarten auf beliebig gewählten 
Flächen verallgemeinert werden. 

Das Vierfarbenproblem für Landkarten mit unendlich vielen Gebieten läßt sich 
wegen eines Satzes von de Bruijn und Erdös auf das Vierfarbenproblem für Landkarten 
mit nur endlich vielen Gebieten zurückführen. Dieser — rein kombinatorische — Satz 
besagt, daß für alle ganzen Zahlen k > 1 ein unendlicher k-chromer Graph (siehe S. 118) 
für die Definition) notwendigerweise iregendeinen endlichen k-chromen Graphen als 
Teilgraphen besitzt [1]. Daraus folgt, daß man aus einer 5-chromen Landkarte mit 
unendlich vielen Gebieten immer durch Weglassen von geeigneten Gebieten eine 5-chrome 
Landkarte mit nur endlich vielen Gebieten erhalten kann. Diejenigen unter den 5-chromen 
Landkarten mit nur endlich vielen Gebieten, welche die kleinstmögliche Anzahl von 
Gebieten haben, sind offenbar irreduzibel. Eine irreduzible 5-chrome Landkarte hat 
auch immer nur endlich viele Gebiete. 

Die wichtigste Eigenschaft der irreduziblen 5-chromen Landkarte ergibt sich aus 
einem Resultat von P. J. Heawood, der bewies [2]: Wenn sich in einer auf der Ebene 
(oder Kugel) gezeichneten 5-chromen Landkarte ein Gebiet mit weniger als 5 Nachbarn finden 
läßt, dann kann die Landkarte durch geeignete Anwendung der zwei Reduzierungsprozesse 
zu einer neuen 5-chromen Landkarte reduziert werden 


1) Verf. dankt der Vereinsbank in Hamburg, die durch ein Stipendium die Ausarbeitung dieses Problems 
ermöglichte. 
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Aus dieser Tatsache folgt, daß in einer auf der Ebene (oder Kugel) gezeichneten 
irreduziblen Landkarte jedes Gebiet mit mindestens fünf anderen Gebieten benach- 
bart ist. 

Für reguläre?) 5-chrome Landkarten auf der Ebene bewies G.D. Birkhoff [3]: 
Wenn in einer solchen Landkarte vier Gebiete zusammen ein ringförmiges Gebiet bilden, so 
daß sich innerhalb und außerhalb dieses Ringes Gebiete der Landkarte befinden, dann läßt 
sich die Landkarte zu einer neuen 5-chromen Landkarte reduzieren 


Also enthält keine irreduzible 5-chrome reguläre Landkarte vier solche Gebiete. 


Diese Eigenschaften spielen bekanntlich eine große Rolle in der Theorie des Vier- 
farbenproblems, z. B. bei der Auffindung von unteren Grenzen für die Anzahl der Gebiete 
in 5-chromen Landkarten auf der Ebene. 


In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß die erwähnten Resultate (1) und (2) 
beide Spezialfälle einer allgemeinen kombinatorischen Eigenschaft abstrakter Graphen 
sind. Diese Eigenschaft wird hier „Reduzierungssatz‘ genannt und ist eine weitgehende 
Verallgemeinerung von (1) und (2). Der Satz ist in der reinen Graphentheorie und Kom- 
binatorik von Interesse und ist auch für das Vierfarbenproblem von Bedeutung. Aus dem 
Satz wird eine Eigenschaft der irreduziblen 5-chromen ebenen Graphen abgeleitet. Auch 
wird ein weiteres Resultat über Reduzierung von Graphen bewiesen. 


Für den mit einer Landkarte assoziierten Graphen?) bedeutet das Weglassen eines 
Gebietes der Landkarte die Streichung des entsprechenden Knotenpunktes und aller 
mit diesem Knotenpunkt inzidierenden Kanten. Die Löschung der Grenzlinien und die 
Vereinigung der benachbarten Gebiete A und B in ein einziges Gebiet C hat folgende 
Wirkung auf einen mit der Landkarte assoziierten Graphen /': Es seien a und b die Knoten- 
punkte, welche den Gebieten A bzw. B entsprechen, a und 5 sind durch eine Kante ver- 
bunden, weil A und B benachbarte Gebiete sind. Der mit der neuen Landkarte assoziierte 
Graph I” entsteht aus /' dadurch, daß a und 5 und alle mit ihnen inzidierenden Kanten 
weggelassen werden und ein neuer Knotenpunkt c eingeführt wird, welcher mit genau 
allen jenen Knotenpunkten durch Kanten verbunden wird, die in I’ mit mindestens 
einem der Knotenpunkte a, b durch eine Kante verbunden waren. Dem Knotenpunkt c 
entspricht das Gebiet C. Dieser Prozeß kann anschaulich als Zusammenschrumpfen der 
Kante (a, b) in einen einzigen neuen Knotenpunkt c angesehen werden, wobei auftretende 
Doppelkanten immer durch eine Kante ersetzt werden. Umgekehrt, ist ein Graph ohne 
Schneiden von Kanten auf eine Fläche gezeichnet, so kann eine beliebige Kante des 
Graphen zu einem einzigen (neuen) Knotenpunkt zusammengezogen werden, und das 
bedeutet die Vereinigung der entsprechenden Gebiete einer mit dem Graphen assoziierten 
Landkarte auf der Fläche. 


2) Birkhoffs reguläre Landkarten haben folgende Eigenschaften: 1. Jedes Gebiet hat mindestens 5 Nach- 
barn. 2. Mehr als drei Gebiete haben keinen Punkt gemeinsam. 3. Jedes Gebiet ist einfach zusammenhängend. 
4. Keine zwei und keine drei Gebiete bilden einen Ring /mit einigen Gebieten der Landkarte innerhalb und anderen 
außerhalb dieses Ringes. Die Landkarte der Staaten der USA ist z. B. nicht regulär. 

®) Eine Landkarte und ein Graph, immer ohne Schlingen und ohne Doppelkanien, heißen assoziiert, wenn 
es einen Isomorphismus zwischen den Gebieten der Landkarte und den Knotenpunkten des Graphen gibt mit 
der Eigenschaft, daß zwei Knotenpunkte dann und nur dann durch eine Kante verbunden sind, wenn die zwei 
entsprechenden Gebiete eine oder mehrere gemeinsame Grenzlinien haben. Man sieht leicht, daß sich ein mit 
einer auf eine Fläche gezeichneten Landkarte assoziierter Graph ohne Schneiden von Kanten auf dieselbe Fläche 
zeichnen läßt, und umgekehrt, daß, wenn ein Graph auf eine Fläche ohne Schneiden von Kanten gezeichnet ist, 
eine mit dem Graphen assoziierte Landkarte auf die Fläche gezeichnet werden kann [4]. 
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2. Verallgemeinerung. 


Der Inhalt der Einleitung wird in zwei Richtungen verallgemeinert werden. Zu- 
nächst einige Definitionen: 

Die hier vorkommenden Graphen haben keine Schlingen und keine Doppelkanten, 
d.h. kein Knotenpunkt ist mit sich selbst durch eine Kante verbunden, und zwei ver- 
schiedene Knotenpunkte sind durch höchstens eine Kante miteinander verbunden. 


Graph bedeutet von jetzt an immer einen beliebigen abstrakten Graphen, ins- 
besondere braucht er nicht eben zu sein. Eine Zeichnung des (abstrakten) Graphen I’ 
auf einer Fläche F ist ein zu I’ isomorpher Graph, dessen Knotenpunkte durch Punkte 
auf F und dessen Kanten durch 1-Simplexe auf F dargestellt sind, und /’ ist eben, wenn 
es eine Zeichnung von /’ auf der Ebene ohne Schneiden von Kanten gibt. Man sagt in 
diesem Fall auch, daß I’ ohne Schneiden von Kanten auf der Ebene gezeichnet werden 
kann, und analog für eine beliebige Fläche F. Ein Graph ist k-färbbar, wenn es eine 
Einteilung der Knotenpunkte in k paarweise elementfremde Klassen (Farbenklassen) 
gibt, so daß keine zwei durch eine Kante verbundene Knotenpunkte zu derselben Klasse 
gehören. Eine k-Färbung eines Graphen ist eine solche Einteilung der Knotenpunkte in 
k Klassen. Ein Graph heißt k-chrom, wenn er k-färbbar und nicht (k — 1)-färbbar ist; 
man nennt k dann die chromatische Zahl des Graphen. Wenn die Knotenpunkte eines 
Graphen nicht unter den erwähnten Bedingungen in eine endliche Anzahl von Klassen 
eingeteilt werden können, dann hat der Graph eine unendliche chromatische Zahl. Ein 
Graph und eine Landkarte, welche miteinander assoziiert sind, haben die gleiche chro- 
matische Zahl. Ein vollständiger k-Graph ist ein Graph, welcher k Knotenpunkte und 
}k(k — 1) Kanten hat. 

Zusammenziehen eines Graphen. Dieser Begriff ist eine Verallgemeinerung der in der 
Einleitung eingeführten Idee des Zusammenschrumpfens einer Kante eines Graphen. Es 
seien /',T,...,/m 2 = 2, Graphen, wobei für alle i=2,...,n,T'; aus T';,_, durch 
Zusammenschrumpfen einer Kante von /‘;., entsteht. Dann sagt man, daß /", sich in T,, 
zusammenziehen läßt und daß I’, durch Zusammenziehen von T', entsteht. Es sei A ein zu- 
sammenhängender Teilgraph von /' mit mindestens einer Kante. Man kann alle Kanten 
in A nacheinander zusammenschrumpfen lassen, bis nur ein Knotenpunkt von A übrig- 
bleibt. In welcher Reihenfolge immer man die Kanten von A zusammenschrumpfen läßt, 
bis nur ein Knotenpunkt übrigbleibt, der so aus /’ entstandene Graph kann folgender- 
maßen erzeugt werden: Zu dem Graphen I/’— A, den man aus /' durch Streichen aller 
Knotenpunkte von A und aller mit diesen Knotenpunkten inzidierenden Kanten gewinnt, 
wird ein neuer Knotenpunkt ö gegeben, und mit genau allen jenen Knotenpunkten von 
T'— A durch Kanten verbunden, welche in /' mit mindestens einem Knotenpunkt aus A 
durch eine Kante verbunden sind. Man sagt, der neue Graph entsteht aus I’ durch Zu- 
sammenziehen des Teilgraphen A. Ähnlich kann man mehrere zusammenhängende Teil- 
graphen von /’ zu je einem Knotenpunkt zusammenziehen. Es ist wert, hier zu erwähnen, 
daß, wenn /' endlich ist, jeder aus /' durch Zusammenziehen gewonnene Graph weniger 
Knotenpunkte und weniger Kanten als /' enthält. 

Der Prozeß des Zusammenziehens eines Graphen entspricht dem Prozeß des Löschens 
von Grenzlinien und der Vereinigung von Gebieten in mit Zeichnungen des Graphen 
assoziierten Landkarten. Ein k-chromer Graph heißt irreduzibel, wenn man aus ihm weder 
durch Wegstreichen von Knotenpunkten noch durch Zusammenziehen einen k-chromen 
Graphen gewinnen kann, sonst heißt er reduzibel. Diese Definition ist analog zu der in der 
Einleitung gegebenen Definition der irreduziblen Landkarten. Landkarte und assoziierter 
Graph sind immer beide reduzibel oder beide irreduzibel. Es soll bemerkt werden, daß, 
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wenn ein Graph J'ohne Schneiden von Kanten auf eine Fläche F gezeichnet werden kann, 
sich jeder Graph, welcher durch Zusammenziehen aus /' entsteht, ebenfalls ohne Schneiden 
von Kanten auf F zeichnen läßt. H. Hadwiger hat vermutet, daß sich jeder zusammen- 
hängende k-chrome Graph in einen vollständigen k-Graphen zusammenziehen läßt. Wegen 
der soeben angeführten Bemerkung folgt aus der Wahrheit dieser Vermutung für k =5 
der Vierfarbensatz. K. F. Wagner hat bewiesen, daß die Wahrheit von Hadwigers Ver- 
mutung für k = 5 aus dem Vierfarbensatz folgt [5]. Die Vermutung ist nur für k<4 
bewiesen worden [6], es sind aber keine Gegenbeispiele bekannt. Aus der Wahrheit der 
Vermutung folgt, daß, wenn auf einer Fläche eine k-chrome Landkarte existiert, man 
auf der Fläche k gegenseitig benachbarte Gebiete zeichnen kann. Für alle Flächen, außer 
Kugel und Ebene, geht dies aus zwei Arbeiten von G. Ringel tatsächlich hervor [7], dessen 
Beweis sich auf die Flächentopologie stützt. Ferner gibt es, wenn die Vermutung wahr 
ist, keine irreduziblen k-chromen Graphen, außer den vollständigen k-Graphen. 

Trennende Knotenpunktmenge eines Graphen. Eine Menge von Knotenpunkten eines 
zusammenhängenden Graphen heißt trennende Knotenpunktmenge, wenn durch Löschung 
aller Knotenpunkte der Menge und aller mit mindestens einer von ihnen inzidierenden 
Kanten aus dem Graphen ein nicht zusammenhängender Graph entsteht. Siehe Ab- 
bildung 1. Jeder Graph außer den vollständigen k-Graphen hat trennende Knoten- 
punktmengen. 





Abbildung 1. 
Die Knotenpunkte der trennenden Knotenpunktmenge 7 sind umringt. F — T besteht in diesem Beispiel aus 
4 zusammenhängenden Komponenten. Ihre Einteilung in zwei nicht-leere Klassen, d.h. die Bildung von Fj und F;, 
kann beliebig vollzogen werden. T, besteht aus allen Knotenpunkten, welche nicht zu T; gehören und aus allen 
Kanten von FT, die diese nicht zu FT; gehörenden Knotenpunkte miteinander verbinden, d.h. ,=F-Tf;. 
Und r,=f-Tf:. 


Wie in der Einleitung erwähnt, läßt sich, wenn ein Gebiet A einer auf der Ebene 
oder Kugel gezeichneten 5-chromen Landkarte weniger als 5 Nachbarn hat, die Land- 
karte zu einer neuen 5-chromen Landkarte reduzieren. In einem Graphen, welcher mit 
dieser Landkarte assoziiert ist, bilden die Knotenpunkte, welche mit den zu A gehörigen 
Knotenpunkten durch Kanten verbunden sind, eine trennende Knotenpunktmenge von 
weniger als 5 Knotenpunkten. (Es gibt freilich mehr als 5 Gebiete bzw. Knotenpunkte.) 
Der Graph ist reduzibel. 

Auch wurde erwähnt, daß eine auf der Ebene oder Kugel gezeichnete reguläre 
Landkarte, in welcher 4 Gebiete einen Ring bilden, wobei sich innerhalb und außerhalb 
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des Ringes Gebiete der Landkarte befinden, reduzibel ist. In einem mit dieser Landkarte 
'assoziierten Graphen bilden die 4 Knotenpunkte mitsamt den sie verbindenden Kanten 
einen Kreis, und die 4 Knotenpunkte sind eine trennende Knotenpunktmenge. Der Graph 
ist reduzibel. 


3. Reduzierungssatz. 


Es wird folgendes bewiesen : 


Reduzierungssatz. Jeder zusammenhängende k-chrome Graph (k Z 5), welcher eine 
trennende Knotenpunktmenge von weniger als fünf Knotenpunkten enthält, läßt sich zu 
einem Graphen mit chromatischer Zahl > k reduzieren. 

Dieser Satz hat rein kombinatorischen Charakter. Graph bedeutet jetzt immer 
einen abstrakten Graphen. Für k <s4 läßt sich ohnehin jeder zusammenhängende 
k-chroıne Graph zu einem vollständigen k-Graphen reduzieren [6]. Der obige Satz ist 
offenbar eine weitreichende Erweiterung der in der Einleitung erwähnten, mit dem 
Vierfarbenproblem zusammenhängenden, Reduzierungseigenschaften von Landkarten 
und Graphen. - 


4. Beweis des Reduzierungssatzes. 


Zunächst werden einige Begriffe eingeführt und Hilfssätze abgeleitet. 

Definition. Die Summe oder Vereinigung zweier Graphen /” und I” mit Knoten- 
punktmengen K’ und X’ und Kantenmengen &’ und $’' bedeutet den Graphen mit 
Knotenpunktmenge X’ + K’' und Kantenmenge &’ + &''; dieser Graph wird mit I” + I" 
bezeichnet. Der Durchschnitt von I" und I” ist der Graph mit Knotenpunktmenge 
K’ nK' und Kantenmenge &’ n 8”, dieser Graph wird mit /” n I" bezeichnet. Summe 
und Durchschnitt von Mengen von Graphen sind analog definiert, 

Definition. Ist I'* ein Teilgraph des Graphen /', so bedeutet ['— /* den Graphen, 
der aus /’' entsteht, indem man alle Knotenpunkte von /’* und alle Kanten von /', welche 
mit einem oder zwei Knotenpunkten von /'* inzidieren, aus J' entfernt. 

Definition. Eine trennende Knotenpunktmenge 7 eines zusammenhängenden 
Graphen J' ist eine minimale trennende Knotenpunktmenge des Graphen /', wenn keine 
echte Teilmenge von 7 eine trennende Knotenpunktmenge von 7" ist. 

Die nachstehend eingeführte Bezeichnungsweise ist für den ganzen Rest dieser 
Arbeit gültig. 

Es sei T eine trennende Knotenpunktmenge des zusammenhängenden Graphen [". 
T'— T hat mindestens zwei zusammenhängende Komponenten. Alle zusammenhängenden 
Komponenten von I'— T seien in beliebiger Weise in zwei gegenseitig elementfremde 
nicht leere Klassen aufgeteilt, und die zwei Graphen, welche aus den Komponenten der 
zwei Klassen bestehen, seien mit 7‘; und 7% bezeichnet. Wenn /’— T aus zwei zusammen- 
hängenden Komponenten besteht, dann sind 7, und 7, eindeutig festgelegt, wenn aber 
T—T mehr als zwei zusammenhängende Komponenten hat, dann gibt es mehrere Ein- 
teilungen dieser in zwei Klassen, und I!" und I’, sollen irgendeiner beliebig festgesetzten 
Einteilung entsprechen. Es sei I, = T'—T, und 7, = T'—T, (Siehe Abbildung 1.) Mit 
dieser Bezeichnungsweise, welche von jetzt an immer gilt, folgt 

Hilfssatz 1. Es ist "= IT, +[7,und!l, nT', besteht aus allen Knotenpunkten von T, 
zusammen mit allen Kanten von I’, welche zwei Knotenpunkte von T miteinander verbinden. 


Beweis. Aus den Definitionen ergibt sich gleich, daß 7, +/,=T ist. Der Rest 
folgt aus der Tatsache, daß !, n/,=T—(T} +T)) ist. 
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Hilfssatz 2. Ist T eine minimale trennende Knotenpunktmenge des Graphen I‘, dann 
ist jeder Knotenpunkt von T mit mindestens einem Knotenpunkt aus jeder zusammen- 
hängenden Komponente von I'— T durch eine Kante verbunden. 


Beweis. Wenn T aus einem einzigen Knotenpunkt besteht, so folgt die Behauptung 
aus der Tatsache, daß /’ zusammenhängend ist. Angenommen, 7 enthält mehrere Knoten- 
punkte und es gibt einen Knotenpunkt tin 7 und eine zusammenhängende Komponente A 
von I'’—T, so daß t mit keinem Knotenpunkt von A verbunden ist, dann ist A durch 
T—t von den übrigen Knotenpunkten des Graphen /' abgetrennt, und daher ist in 
diesem Fall 7—t eine trennende Knotenpunktmenge; folglich ist 7 nicht minimal. 
Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Bezüglich des Zusammenhanges zwischen Färbung des Graphen und trennenden 
Knotenpunktmengen des Graphen ist offenbar nur der Fall von Interesse, daß I’ 
mindestens k-chromatisch ist, während 7‘, und I‘, beide (k — 1)-färbbar sind. 


Hilfssatz 3. Es sei die chromatische Zahl von I’ mindestens k und k > 2. Dann 
gibt es unter allen möglichen (k — 1)-Färbungen von T', allein und unter allen möglichen 
(k — 1)-Färbungen von T', allein mit denselben k— 1 Farben keine (k — 1)-Färbungen von 
IT‘, und T,, welche über die Knotenpunkte von T miteinander übereinstimmen. 

Beweis. Gäbe es eine (k— 1)-Färbung von I‘, und eine (k — 1)-Färbung von 7', 
mit denselben k — 1-Farben, welche miteinander über die Knotenpunkte von 7 über- 
einstimmen, dann ergäbe sich, wegen "=T, +T, und !’,nT,=T—(T, +T;}), aus 
den zwei (k — 1)-Färbungen eine (k — 1)-Färbung von [". 

Diese drei Hilfssätze dienen als Basis für weitere Betrachtungen. 

Es lassen sich gleich zwei Resultate ableiten: 


Satz 1. Wenn T aus einem einzigen ‚Knotenpunkt besteht und I’, und I’, beide I-färbbar 
sind (l > 2), dann ist T' l-färbbar. 

Beweis. Die l-Färbungen von T', und !', können so gewählt werden, daß sie dieselben 
! Farben benutzen und über 7 übereinstimmen. 

Aus Satz 1 folgt der Reduzierungssatz für k-chrome Graphen, welche einen trennenden 
Knotenpunkt enthalten. 


Satz 2. Wenn in I’ je zwei Knotenpunkte aus T miteinander durch eine Kante ver- 
bunden sind (d.h. wenn I, "T, ein vollständiger Graph ist) und wenn T', und T', beide 
l-färbbar sind (l = 2), dann ist I' I-färbbar. 

Beweis. In einer beliebigen l-Färbung von I’, haben alle Knotenpunkte in T von- 
einander verschiedene Farben, und in einer beliebigen l-Färbung von 7’, ebenfalls. In 
T seien die Knotenpunkte t,,t,,...,4., wobein < list. I‘, kann mit den Farben 1, 2,...,! 
so gefärbt werden, daß 1, fürı = 1,2,...,n die Farbe i bekommt; und I’, ebenfalls. Die 
zwei Färbungen ergeben eine l-Färbung von [". 


Satz 1 kann als Spezialfall von Satz 2 aufgefaßt werden. 

Die folgenden Sätze behandeln Zusammenhänge zwischen Zusammenziehbarkeit 
und minimalen trennenden Knotenpunktmengen und chromatischer Zahl. Wenn I’ 
k-chromatisch ist und mindestens einer der beiden Graphen /',, [', ebenfalls k-chromatisch 
ist, dann hat /’ sowieso echte Teilgraphen, die k-chromatisch sind; interessant ist also 
immer nur der Fall, daß 7, und I‘, beide (k — 1)-färbbar sind. Auch wird k > 3 (offen- 
bar) immer vorausgesetzt. In diesem Fall hat also 7 mehr als einen Knotenpunkt, nach 
Satz 1, und es gibt zwei Knotenpunkte von T, welche nicht durch eine Kante verbunden 
sind, nach Satz 2. 
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Definition. Knotenpunkte eines Graphen sind voneinander unabhängig, wenn keine 
zwei von ihnen durch eine Kante verbunden sind. 

Satz 3. Wenn die chromatische Zahl von I mindesiens k ist und I’, und T’, beide (k — 1)- 
färbbar sind und wenn T minimal ist und die Knotenpunkte in T voneinander unabhängig 
sind, dann läßt sich I zu einem Graphen mit chromatischer Zahl > k zusammenziehen. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 gibt es entweder keine (k — 1)-Färbung von /',, bei welcher 
alle Knotenpunkte in 7 dieselbe Farbe haben, oder es gibt keine solche (k — 1)-Färbung 
von !',. Die Bezeichnungen seien so gewählt, daß es keine solche (k — 1)-Färbung von 7", 
gibt. Dann ist ein Graph /'*, welcher aus /', entsteht, indem man alle Knotenpunkte von 7 
und alle mit ihnen inzidierenden Kanten aus /', streicht und dann einen neuen Knoten- 
punkt einführt und durch Kanten mit genau allen jenen Knotenpunkten in 7, —T 
verbindet, welche in /', mit mindestens einem Knotenpunkt aus 7 verbunden waren, 
nicht (k — 1)-färbbar. Denn wäre /'f (k — 1)-färbbar, so gäbe es eine (k — 1)-Färbung 
von 7',, in welcher alle Knotenpunkte in 7 dieselbe Farbe tragen. I' läßt sich folgen- 
dermaßen zu einem Graphen, welcher einen Graphen wie /'* als Teilgraphen enthält, 
zusammenziehen: Irgendeine zusammenhängende Komponente von /’, sei, wenn sie nicht 
aus einem einzigen Knotenpunkt besteht, zu einem einzigen Knotenpunkt x zusammen- 
gezogen; wenn die Komponente aus einem einzigen Knotenpunkt besteht, so sei diese 
mit x bezeichnet. Dann ist auf jeden Fall nach Hilfssatz 2 jeder Knotenpunkt in 7T durch 
eine Kante mit x verbunden. Jetzt seien sämtliche Kanten, welche x mit den Knoten- 
punkten in 7 verbinden, zu einem einzigen Knotenpunkt y zusammengeschrumpft. % ist 
dann mit genau allen jenen Knotenpunkten aus 7’, — T verbunden, welche in /', mit 
mindestens einem Knotenpunkt aus 7 verbunden sind. Daher enthält der auf diese 
Weise aus J' entstehende Graph einen Graphen wie I'* als Teilgraphen, so daß er nicht 
(k — 1)-färbbar ist. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Aus Satz 1 und Satz 2 folgt der Reduzierungssatz für Graphen, die eine trennende 
Knotenpunktmenge mit weniger als drei Knotenpunkten enthalten. 


Satz 4. Wenn die chromatische Zahl von I’ mindes.ens k ist, T', und T,, beide (k — 1)- 
färbbar sind und T minimal ist und mindestens 3 Knotenpunkte enthält, und wenn in T ein 
Knotenpunkt t existiert, so daß die Knotenpunkte von T —t voneinander unabhängig sind, 
t aber mit mindestens einem von ihnen durch eine Kante verbunden ist, dann läßt sich I’ zu 
einem Graphen mit chromatischer Zahl = k zusammenziehen. 


Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf folgenden Hilfssatz: 


Hilfssatz 4. Wenn die chromatische Zahl von I' mindesiens k und T minimal ist, 
und wenn es eine Teilmenge T' <= T gibt, welche mindestens zwei Knotenpunkte enthält und 
deren Knotenpunkte voneinander‘ unabhängig sind, und wenn es entweder keine (k — 1)- 
Färbung von T', gibt, in welcher alle Knotenpunkte von T’ dieselbe Farbe haben oder es 
keine solche (k — 1)-Färbung von T', gibt, dann läßt sich I zu einem Graphen mit chroma- 
tischer Zahl > k zusammenziehen. 

Beweis. Die Bezeichnungen seien so gewählt, daß es keine (k — 1)-Färbung von 7", 
gibt, in welcher alle Knotenpunkte aus 7’ dieselbe Farbe haben. Dann sei /', ein Graph, 
welcher aus /', entsteht, indem man alle Knotenpunkte in 7’ und alle mit ihnen in- 
zidierenden Kanten aus /', streicht und dann einen neuen Knotenpunkt einführt und 
durch Kanten mit genau allen jenen Knotenpunkten von I’, — T’ verbindet, welche in /', 
mit mindestens einem Knotenpunkt aus 7’ verbunden waren; dieser Graph /', ist nicht 
(k — 1)-färbbar. 7’ läßt sich folgendermaßen zu einem Graphen, welcher einen Graphen 
wie I, als Teilgraphen enthält, zusammenziehen: Wenn /, eine zusammenhängende 
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Komponente enthält, welche aus einem einzigen Knotenpunkt besteht, so sei eine solche 
mit x bezeichnet, wenn keine solche zusammenhängende Komponente von I‘, existiert, 
dann sei eine beliebige zusammenhängende Komponente von J', zu einem einzigen Knoten- 
punkt z zusammengezogen. In dem auf diese Weise aus /' erhaltenen Graphen ist wegen 
Hilfssatz 2 der Knotenpunkt x auf jeden Fall mit jedem Knotenpunkt aus 7 durch eine 
Kante verbunden. Jetzt seien sämtliche Kanten, welche x mit den Knotenpunkten in 7’ 
verbinden, zu einem einzigen Knotenpunkt % zusammengezogen. Der auf diese Weise 


aus /’ entstehende Graph hat einen zu /', isomorphen Teilgraphen, und ist daher nicht 
(k — 1)-färbbar. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Beweis von Satz 4. Entweder existiert keine (k — 1)-Färbung von 7’, in welcher 
alle Knotenpunkte aus 7 — t dieselbe Farbe haben, oder es existiert keine solche (k — 1)- 
Färbung von T’,. Denn in jeder solchen (k — 1)-Färbung von 7", hat t eine Farbe, welche 
von der Farbe der Knotenpunkte in T —t verschieden ist, und in jeder solchen (k — 1)- 
Färbung von /’, auch, nachdem t ja mit mindestens einem Knotenpunkt aus 7 — t durch 
eine Kante verbunden ist. Gäbe es also solche (k — 1)-Färbungen von /', und auch von 7',, 
dann gäbe es eine Färbung von /', mit den Farben 1, 2,...,k— 1, in welcher dieKnoten- 
punkte von T — t die Farbe 1 haben und t die Farbe 2 hat, und es gäbe auch eine Färbung 
von I’, mit denselben Farben, in welcher die Knotenpunkte von 7 — t ebenfalls die Farbe 1 
haben und t die Farbe 2 hat, und das steht im Widerspruch zu Hilfssatz 3, so daß die 
Behauptung richtig ist. Satz 4 folgt jetzt aus Hilfssatz 4. 


Aus den Sätzen 2, 3 und 4 folgt der Reduzierungssatz für k-chrome Graphen, welche 
eine trennende Knotenpunktmenge mit weniger als vier Knotenpunkten enthalten. Beweis: 
Es ist bereits gezeigt worden, daß der Reduzierungssatz für alle jene k-chromen Graphen 
wahr ist, welche eine trennende Knotenpunktmenge mit einem oder zwei Knotenpunkten 
enthalten. Es sei I’ ein zusammenhängender k-chromer Graph und es sei 7 eine minimale 
trennende Knotenpunktmenge von I’ mit drei Knotenpunkten. 7’, und !', seien wie oben 
definiert. Wenn mindestens einer der Graphen /', und 7’, k-chrom ist, dann ist der Redu- 
zierungssatz sicher für /' richtig. Dies ist wegen Satz 2 der Fall, wenn je zwei der drei 
Knotenpunkte in 7 miteinander durch Kanten verbunden sind. Es gibt noch zwei weitere 
Alternativen: 1. Die Knotenpunkte aus 7 sind voneinander unabhängig. 2. Zwei Knoten- 
punkte aus 7 sind voneinander unabhängig (d.h. nicht durch eine Kante verbunden) 
und der dritte Knotenpunkt aus 7 ist mit mindestens einem von ihnen durch eine Kante 
verbunden. Wenn Alternative 1 der Fall ist, so folgt aus Satz 3, daß !’ zu einem Graphen 
mit chromatischer Zahl > k zusammengezogen werden kann, und wenn Alternative 2 
der Fall ist, so folgt dies aus Satz 4. Damit ist die Richtigkeit des Reduzierungssatzes 
für Graphen mit trennenden Knotenpunktmengen von weniger als 4 Knotenpunkten 
bewiesen. Es bleibt also nur übrig, minimale trennende Knotenpunktmengen mit vier 
Knotenpunkten zu behandeln. Dazu sind noch einige Resultate notwendig. 


Satz 5. Es sei die chromatische Zahl von I mindesiens k und es seien I’, und I’, beide 
(k — 1)-färbbar. Es sei T eine minimale trennende Knotenpunktmenge von I’ mit den Knoten- 
punkten tı,ty,...,%, n 23, wobei je zwei Knotenpunkte aus t,,ta,...,i"-, miteinander 
durch Kanten verbunden sind. Dann läßt sich IT zu einem Graphen mit chromatischer 
Zahl > k zusammenziehen. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 läßt sich mindestens einer der Graphen 7’, und 7’, nicht 
auf solche Weise mit k — 1 Farben färben, daß t,,.... ., „ alle verschiedene Farben haben. 
Es seien die Bezeichnungen so gewählt, daß es keine (k — 1)-Färbung von 7’, gibt, bei 
welcher t,,...,i„ alle verschiedene Farben haben. Daraus folgt wegen der Tatsache, daß 
tı,...,2,_, alle miteinander verbunden sind, daß, wenn aus /', ein neuer Graph /'/ kon- 
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struiert wird, indem man alle Kanten (t,,4,), i=4,...,n — 1, die nicht in 7’, enthalten 
sind, zu /', hinzufügt — nach Satz 2 sind nicht alle diese Kanten in /', enthalten —, der 
neue Graph /'} k-chrom ist. 7’ läßt sich auf folgende Weise zu einem Graphen, welcher I’; 
als Teilgraphen enthält, zusammenziehen: Wenn 7’, eine zusammenhängende Komponente 
enthält, welche aus einem einzigen Knotenpunkt besteht, so sei ein solcher mit x be- 
zeichnet, wenn keine solche zusammenhängende Komponente von /', existiert, dann sei 
eine beliebige zusammenhängende Komponente von /’, zu einem einzigen Knotenpunkt x 
zusammengezogen. Auf jeden Fall ist z wegen Hilfssatz 2 mit sämtlichen Knotenpunkten 
aus 7 durch Kanten verbunden. Nun sei die Kante (i,, 2) zu einem Knotenpunkt y 
zusammengeschrumpft. y ist mit jedem von t,,...,i„-ı durch eine Kante verbunden. 
Der auf diese Weise aus /' entstandene Graph enthält offenbar 7‘; als Teilgraph und hat 
daher als chromatische Zahl mindestens k. Damit ist Satz 5 bewiesen. 


Der folgende Hilfssatz ergänzt Hilfssatz 4. 


Hiltssatz 5. Wenn die chromatische Zahl von I' mindestens k und T minimal ist, und 
wenn es in T zwei Knotenpunkte gibt, welche in jeder (k — 1)-Färbung von T', dieselbe Farbe 
haben oder zwei Knotenpunkte, welche in jeder (k — 1)-Färbung von IT’, dieselbe Farbe haben, 
dann läßt sich T zu einem Graphen mit chromatischer Zahl = k zusammenziehen. 


Beweis. Die Bezeichnungen seien so gewählt, daß die Knotenpunkte ?’ und !’’ aus 7 
in jeder (k— 1)-Färbung von /', dieselbe Farbe haben. Dann ist der Graph, welcher 
aus /', durch Hinzufügen der Kante (t’, t’’) entsteht, nicht (k — 1)-färbbar. Dieser Graph 
sei durch I” + (t’, t’’) bezeichnet. 7’ läßt sich in folgender Weise zu einem Graphen zu- 
sammenziehen, welcher I‘, + (t’,t’’) als Teilgraphen enthält: Wenn es eine zusammen- 
hängende Komponente von I’, gibt, welche aus einem einzigen Knotenpunkt besteht, 
so sei diese durch x bezeichnet, wenn es keine solche gibt, dann sei eine beliebige zu- 
sammenhängende Komponente von /‘, zu einem einzigen Knotenpunkt x zusammen- 
gezogen. Dann ist nach Hilfssatz 2 auf jeden Fall x mit t’ und mit t”” durch Kanten ver- 
bunden. Der Graph, welcher entsteht, wenn (!’’, x) jetzt zusammenschrumpft, enthält 
T, + (t',!'’) als Teilgraphen. Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen. 


Der Beweis unseres Reduzierungssatzes wird durch den Beweis des folgenden Satzes 
vollständig. 

Satz 6. Wenn die chromatische Zahl von I' mindestens k Z 5 ist, T, und T, (k — 1)- 
färbbar sind, und T eine aus vier Knotenpunkten bestehende minimale trennende Knoten- 
punktmenge ist, dann läßt sich I' zu einem Graphen mit chromatischer Zahl > k zusammen- 
ziehen. 

Beweis. Der Beweis richtet sich nach der Struktur von !', nT,. Die verschiedenen 
Möglichkeiten lassen sich durch die Anzahl der Kanten in !', AI’, unterscheiden. Diese 
Anzahl ist wegen Satz 2 höchstens 5. 

1.) T, rT, enthält 5 Kanten. In diesem Fall enthält I’, n I’, vollständige 3-Graphen. 
Satz 6 folgt dann wegen Satz 5. 

2.) T,rT, enthält 4 Kanten. Die vier Kanten bilden offenbar entweder einen 
Kreis oder 7, T', enthält einen vollständigen 3-Graphen. Wenn /, rT‘, einen voll- 
ständigen 3-Graphen enthält, dann folgt Satz 6 wegen Satz 5. Zu betrachten bleibt nur 
der Fall, daß die vier Kanten von I, T', einen Kreis bilden. 

3.) T,nTy, enthält 3 Kanten. Wie man sich leicht überzeugt, gibt es drei Möglich- 
keiten: a) Die drei Kanten haben einen gemeinsamen Knotenpunkt. b) Die drei Kanten 
bilden einen vollständigen 3-Graphen. ec) Die drei Kanten bilden einen Weg. Im Fall a) 
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gibt es in T’, nT, drei voneinander unabhängige Knotenpunkte, und sie sind alle mit 
dem vierten Knotenpunkt verbunden. Satz 6 folgt dann wegen Satz 4. Im Fall b) folgt 
Satz 6 wegen Satz 5. Zu betrachten bleibt nur der Fall, daß die drei Kanten einen Weg bilden. 

4.) T,nTy enthält 2 Kanten. Entweder haben sie einen gemeinsamen Knotenpunkt 
oder nicht. Wenn sie einen gemeinsamen Knotenpunkt haben, dann sind die anderen drei 
Knotenpunkte von /, 7, voneinander unabhängig, und Satz 6 folgt dann wegen 
Satz 4. Zu betrachten bleibt nur der Fall, daß die zwei Kanten keinen gemeinsamen Knoten- 
punkt haben. 

5.) 7, nT, enthält nur eine Kante. Satz 6 folgt dann wegen Satz 4. 

6.) T,nT, enthält keine Kante. Satz 6 folgt dann wegen Satz 3. 


Es bleiben also drei Fälle zu betrachten. Sie werden jetzt der Reihe nach behandelt 
werden. Die vier Knotenpunkte von 7 werden durch t,, 2, £3, 24 bezeichnet. 

A.T,nT, enthält vier Kanten, welche einen Kreis bilden. 

Die Bezeichnung sei so gewählt, daß (t,, ts), (ta, 23), (ta, £,) und (t£,, £,) die vier Kanten 
sind. 

Wegen Hilfssatz 3 gibt es Bedingungen hinsichtlich der Farben von t,, t,, t,, {, in 
den (k— 4)-Färbungen sowohl von /', als auch von /',, welche Übereinstimmung der 
Färbungen über t,,t,,t,,t, ausschließen. Diese Bedingungen können verschiedener 
Art sein: 

Bedingungen wie z. B., daß in jeder (k — 1)-Färbung von 7’, die Knotenpunkte 
t, und t, zwei verschiedene Farben haben müssen. Dann folgt auf jeden Fall Satz 6 aus 
Hilfssatz 4. 

Bedingungen jwie z.B., daß in jeder (k— 1)-Färbung von 7’, die Knotenpunkte 
t, und t, dieselbe Farbe haben müssen. Dann folgt auf jeden Fall Satz 6 aus Hilfssatz 5. 

Es bleibt also nur der Fall zu behandeln, daß, wenn t, und t,irgend zwei unabhängige 
Knotenpunkte von 7 sind, es (k — 1)-Färbungen von /', und von /', gibt, in welchen die 
Farbe von t, gleich der Farbe von t, ist, und auch (k — 1)-Färbungen von 7’, und von T',, 
in welcher die Farbe von ti, ungleich der Farbe von t, ist. Es sei vorausgesetzt, offenbar 
0. V.d. A., daß immer die Farben 1,2,...,k— 1 zur Färbung von 7’, und von /', benutzt 
werden und daß füri =1,2,3,4 die Farbe von t, S 4 ist. 

Nachdem Übereinstimmung der Farben von t,, tz, 2, 1, in (k — 1)-Färbungen von 
T, und von 7’, nicht erreicht werden kann, ist sodann leicht zu sehen, daß, wegen der 
Struktur von /', n T',, genau eine der Alternativen a) und b) gültig ist: 

a) In jeder (k — 1)-Färbung von T',, in welcher t, und t, zwei verschiedene Farben 
haben, sind auch die Farben von t, und ti, verschieden, und in jeder (k — 1)-Färbung 
von T',, in welcher t, und ti, zwei verschiedene Farben haben, sind die Farben von t, und 
t, gleich. 

b) Wie a), nur mit I’, statt I‘, und 7’, statt 7'.. 

Auch ist entweder c) oder d) wahr:) | 

c) In jeder (k — 1)-Färbung von 7',, in welcher t, und {, nicht dieselbe Farbe haben, 
sind auch die Farben von t, und ti, verschieden, und in jeder (k — 1)-Färbung von T',, 
in welcher t, und t, nicht dieselbe Farbe haben, sind die Farben von t, und t, gleich. 

d) Wie e), nur mit I’, statt I‘, und /', statt I'.. 

a) ist mit c) vereinbar und mit d) unvereinbar. 

b) ist mit d) vereinbar und mit c) unvereinbar. 

Folglich gilt entweder a) und c) oder b) und d). 

Die Bezeichnungen seien so gewählt, daß a) und c) gelten. 
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T,+(t,, t3)+ (ta, t,), d.h. der Graph, welcher aus /', durch Hinzufügen der Kanten 
(t,, t,) und (t,, t,) entsteht, hat dann die chromatische Zahl k. Es wird jetzt gezeigt werden, 
daß I’, zwei Wege enthält, welche keinen gemeinsamen Knotenpunkt haben und von denen 
der eine i, mit ti, verbindet und der andere i, mit i,. Durch Zusammenziehen dieser Wege 
zu den Kanten (t,,1,) und (t,,i,) entsteht aus I’ ein Graph, welcher T,-+(t,, t3) + (t,, i,) 
als Teilgraphen enthält. 

Es sei 7 eine (k — 1)-Färbung von /',, bei der der Knotenpunkt t, für i = 1,2,3, 4, 
die Farbe i hat. (Es ist immer vorausgesetzt, daß k > 5 ist.) Man betrachte alle Knoten- 
punkte von /',, welche bei 7 die Farbe 1 haben, und alle Knotenpunkte, welche bei 7 die 
Farbe 3 haben, und alle Kanten, welche sie miteinander verbinden. Diese Knotenpunkte 
und Kanten bilden einen Teilgraphen von /',, welcher mit 7',(7, 1,3) bezeichnet wird. 
T,(7, 1,3) besteht aus einer oder mehreren zusammenhängenden Komponenten. Wenn 
in einer beliebigen Teilmenge der Menge der zusammenhängenden Komponenten von 
T', (7, 1, 3) die Farben 4 und 3 miteinander vertauscht werden und die Farben aller anderen 
Knotenpunkte von /', unverändert bleiben, so entsteht aus 7 immer eine regelrechte 
(k — 4)-Färbung von T\,. Es seien nun die Farben 1 und 3 in jener zusammenhängenden 
Komponente von T',(7, 1, 3), zu welcher t, gehört, miteinander vertauscht und die Farben 
von allen anderen Knotenpunkten in /', unverändert gelassen. In der so entstandenen 
(k — 1)-Färbung von T', hat t, die Farbe 3, t, die Farbe 2 und i, die Farbe 4. Jetzt ist 
die Farbe von t, nicht mehr 3, weil ja c) gilt. Das bedeutet, daß t, und i, zur selben zu- 
sammenhängenden Komponente von I'(7, 1,3) gehören. Daraus folgt, daß t, und i, 
miteinander durch einen in 7',(7, 1,3) liegenden Weg verbunden sind. Ein solcher Weg 
sei mit W(1,3) bezeichnet. 

Der Teilgraph von 7, welcher aus allen Knotenpunkten mit Farbe 2 (bei 7) und 
allen mit Farbe 4 und allen sie miteinander verbindenden Kanten besteht, sei mit 
T',(7, 2, 4) bezeichnet. Durch Vertauschen der Farben 2 und 4 in der zusammenhängenden 
Komponente von T',(7, 2,4), zu welcher t, gehört, zeigt sich wegen a), daß t, zu dieser 
gehört. t, und i, sind also durch einen in 7',(7, 2, 4) liegenden Weg W(2, 4) miteinander 
verbunden. W(1,3) und W(2,4) haben offenbar keinen gemeinsamen Knotenpunkt. 
Keiner von ihnen besteht aus einer einzigen Kante. 

Der Graph, welcher aus /' entsteht, wenn der Weg W(1, 3) — i,*) zu dem Knoten- 
punkt t, und der Weg W(2,4)—t, zu dem Knotenpunkt ti, zusammengezogen wird, 
enthält 7’, + (t,, 13) + (t,, 1,) als Teilgraphen. Seine chromatische Zahl ist daher > k. 
Damit ist Satz 6 im Fall A. bewiesen. 

B. Z, nT, enthält drei Kanten, welche einen Weg bilden. 

Die Bezeichnung sei so gewählt, daß (t,, iz), (tz, t;) und (t,, i,) die drei Kanten sind. 

Entweder gibt es keine (k — 1)-Färbung von 7',, in welcher t, und t, beide dieselbe 
Farbe haben, oder es gibt keine (k — 1)-Färbung von /',, in welcher t, und t, dieselbe 
Farbe haben. Beweis: Es sei angenommen, 7’, und 7’, können beide mit den Farben 
4,2,...„k— 1 so gefärbt werden, daß t, und t, die Farbe 1 erhalten. Wegen der Struktur 
von I’, "T', haben in jeder solchen Färbung von 7’, und auch in jeder solchen Färbung 
von /', die Punkte i, und t, zwei verschiedene Farben, welche beide von der Farbe 1 
verschieden sind. Also gibt es eine (k — 4)-Färbung von /',, in welcher t, und t, die Farbe 1 
haben, t, die Farbe 2 und t, die Farbe 3 hat; und es gibt eine (k — 1)-Färbung von 7',, 
in welcher die Farben von t,, t,, t,, 1, der Reihe nach ebenfalls 1, 2, 3, 1 sind. Diese (k — 1)- 
Färbungen von 7’, und /', stimmen über die Knotenpunkte von 7 miteinander überein, 
im Widerspruch zu Hilfssatz 3. Damit ist die Behauptung bewiesen. 


*) Siehe $. 120 für die Definition. 
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Nach Hilfssatz 4 läßt sich I’ zu einem Graphen mit chromatischer Zahl > k zu- 
sammenziehen. Damit ist Satz 6 im Fall B. bewiesen. 


C. TınT, enthält zwei Kanten, welche keinen gemeinsamen -Knotenpunkt haben. 

Die Bezeichnung sei so gewählt, daß (t,, t,) und (t,, i,) die zwei Kanten sind. 

Nach Hilfssatz 3 gibt es Bedingungen hinsichtlich der Farben von t,, t,, t,, £, in den 
(k — 4)-Färbungen von T', und 7',, welche Übereinstimmung der Färbungen über t,, t,, tz, t, 
ausschließen. 

Wegen Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5 kann im folgenden angenommen werden, daß, 
wenn 2; und i, zwei beliebige Knotenpunkte aus 7 sind, welche nicht durch eine Kante 
miteinander verbunden sind, (k — 1)-Färbungen von /', und von /', existieren, in welchen 
die Farbe von ti, gleich der Farbe von i,; ist, und auch (k — 1)-Färbungen von T', und 
von /', existieren, in welchen die Farbe von t, nicht gleich der Farbe von ti; ist. Denn ist 
dies nicht der Fall, dann folgt Satz 6 aus Hilfssatz 4 oder 5. 

Es gibt also (k — 1)-Färbungen von 7, und auch (k — 1)-Färbungen von 7‘, in 
welchen die Farbe von t, gleich der Farbe von t, ist. Es ist leicht zu sehen, daß, wegen 
Hilfssatz 3 und der Struktur von I’, n I',, genau eine der Alternativen a) und b) gültig ist: 

a) In jeder (k — 1)-Färbung von /',, in welcher die Farben von t, und ti, gleich sind, 
ist die Farbe von t, gleich der Farbe von t,, und in jeder (k — 1)-Färbung von /',, in 
welcher die Farben von t, und t, gleich sind, ist die Farbe von t, ungleich der Farbe von t,. 

b) Wie a), nur mit /', statt 7‘, und /', statt T',. 

Es gibt ferner (k — 1)-Färbungen von I’, und auch (k — 1)-Färbungen von /’,, in 
welchen die Farbe von t, gleich der Farbe von t, ist. Wegen Hilfssatz 3 und der Struktur 
von I, nT', gilt genau eine der Alternativen c) und d): 


c) In jeder (k — 1)-Färbung von T',, in welcher die Farben von t, und t, gleich sind, 
ist die Farbe von t, gleich der Farbe von t,, und in jeder (k — 1)-Färbung von 7',, in 
welcher die Farben von t, und t, gleich sind, ist die Farbe von t, ungleich der Farbe von t,. 


d) Wie ce), nur mit I’, statt 7‘, und 7’, statt /',. 

a) ist mit c) vereinbar und mit d) unvereinbar. 

b) ist mit c) unvereinbar und mit d) vereinbar. 

Folglich gilt entweder a) und c) oder b) und d). 

Die Bezeichnungen seien so gewählt, daß a) und c) gelten. 


Dann enthält 7’, zwei Wege, welche keinen gemeinsamen Knotenpunkt haben und 
von denen der eine it, mit ti, verbindet und der andere t, mit i,. Beweis: Es sei 7 eine 
Färbung von 7’, mit den Farben 1,2,...,k— 1, in welcher t, und t, die Farbe 1 haben, 
und t, und i, die Farbe 2. Nach den soeben ausgeführten Überlegungen gibt es solche 
Färbungen von T',. Alle Knotenpunkte von I’,, welche bei 7 die Farbe 1 haben und alle 
jene, welche die Farbe 3 haben und alle Kanten aus /’,, welche diese Knotenpunkte mit- 
einander verbinden, bilden einen Teilgraphen von 7',, der mit I’,(7, 1, 3) bezeichnet wird; 
T,(7, 2,4) sei analog definiert. (k > 5 ist immer vorausgesetzt.) Es seien die Farben 1 
und 3 in derjenigen zusammenhängenden Komponente von T',(7, 1,3), zu welcher t, 
gehört, miteinander vertauscht, während die Farben aller anderen Knotenpunkte von 7", 
unverändert bleiben. Dadurch entsteht eine regelrechte (k — 1)-Färbung von 7", in 
welcher t, und t, beide die Farbe 2 haben und i, die Farbe 3. Wegen ce) ist in dieser Färbung 
die Farbe von t, nicht mehr 1, sondern 3. t, und i, gehören also zu derselben zusammen- 
hängenden Komponente von /',(7,4,3). Durch Vertauschen der Farben 2 und 4 in der 
zusammenhängenden Komponente von /',(F, 2, 4), zu welcher t, gehört, zeigt sich wegen 
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a), daß t, und i, zu derselben zusammenhängenden Komponente von I',(7, 2,4) gehören. 
Daher sind t, und ti, durch einen in Z',(7, 1, 3) liegenden Weg W(1,3) miteinander ver- 
bunden, und i, und ti, durch einen in T',(7, 2,4) liegenden Weg W(2,4). W(1,3) und 
W(2,4) haben offenbar keinen gemeinsamen Knotenpunkt. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 


Der Graph I/*, welcher aus I’ entsteht, indem W(1,3) und W(2,4) zu je einem 
einzigen Knotenpunkt zusammengezogen werden, hat als chromatische Zahl mindestens /. 
Beweis: Der Graph I’$ entstehe aus /',, indem man t,, t,, i,, {, und alle mit einer oder zwei 
von ihnen inzidierenden Kanten aus 7’, streicht und zwei neue Knotenpunkte 7, und 7,, 
zu /', hinzufügt, und 7,, durch Kanten mit genau allen jenen Knotenpunkten von 7", 
verbindet, welche in /', mit mindestens einem von tt, durch eine Kante verbunden 
sind, und 7,, durch Kanten mit genau allen jenen Knotenpunkten von I’, verbindet, 
welche in /, mit mindestens einem von t,, t, durch eine Kante verbunden sind, und 7,, 
mit 7,, durch eine Kante verbindet. 7’ ist nicht (k — 1)-färbbar, denn wäre er (k — 1)- 
färbbar, so gäbe es (k — 1)-Färbungen von 7',, in welchen die Farbe von t, gleich der 
Farbe von t, und gleichzeitig auch die Farbe von t, gleich der Farbe von t, wäre, was 
mit a) und c) im Widerspruch steht. Die chromatische Zahl von T’* ist also >k. 
T'’$ ist offenbar Teilgraph von /*, womit die Behauptung bewiesen ist. Damit ist Satz 6 
im Falle C. bewiesen. 


Die Fälle A., B. und C. erschöpfen alle Möglichkeiten, welche betrachtet zu werden 
brauchen, wie gezeigt wurde. Daher ist Satz 6 und damit auch der Reduzierungssatz 
bewiesen. 


5. Bemerkungen. 


Aus dem Reduzierungssatz folgt: 


Jeder irreduzible Graph mit chromatischer Zahl = 5 ist mindestens 5-fach zusammen- 
hängend®). 
Nach dem Mengerschen Graphensatz folgt aus dieser Tatsache: 


Zwei beliebige Knotenpunkte jedes irreduziblen Graphen mit chromatischer Zahl = 5, 
mit der einzigen Ausnahme des vollständigen 5-Graphen, sind immer durch mindestens 
5 Wege verbunden, von denen je zwei nur ihre Endpunkte, sonst nichts, gemeinsam haben. 


(7,1,3), Tı(7, 2,4) usw. sind die Analoga der Kempeschen Ketten für Land- 
karten, die von A. B. Kempe entdeckt worden sind [8] und seither von Birkhoff [3] und 
anderen verwendet wurden. 


Die Knotenpunkte und Kanten eines abstrakten Graphen können ganz allgemein 
als Elemente resp. Relationen aufgefaßt werden, und daraus ergeben sich verschiedene 
Deutungen für den Reduzierungssatz. Der Satz ist freilich auch für die ebenen Graphen 
stärker als alles, was schon bekannt ist, denn (2) und die anderen ähnlichen Resultate 
beziehen sich (in die Terminologie der Graphen übersetzt) auf triangulierte Graphen, 
d.h. Graphen, in welchen durch Einsetzen von Kanten erreicht worden ist, daß die 
Ebene durch den Graphen so in Gebiete zerteilt wird, daß jedes Gebiet durch genau drei 
Kanten begrenzt ist. 


5) Ein Graph ist n-fach zusammenhängend, wenn er mindestens n + 1 Knotenpunkte hat, und wenn er 
weder durch das Streichen von irgend n — 1 seiner Knotenpunkte noch durch das Streichen von irgend n — 1 
seiner Kanten unzusammenhängend wird. 
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6. Ein weiterer Satz über Reduzierung. 


Wenn J' ein ebener Graph ist und die minimale trennende Knotenpunktmenge 7 
die Eigenschaft besitzt, daß 7, T, einen Kreis enthält, so besteht I, I, aus einem 
Kreis, und Z'— T hat genau zwei zusammenhängende Komponenten. Denn es sei K ein 
Kreis, welcher in I, n I‘, enthalten ist. Wenn /' ohne Schneiden von Kanten auf der 
Ebene gezeichnet ist, teilt X die Ebene in zwei Bereiche. Nach Hilfssatz 2 ist jeder Knoten- 
punkt von K mit mindestens einem Knotenpunkt aus jeder der zusammenhängenden 
Komponenten von 7'— T verbunden. K hat aber mindestens drei Knotenpunkte. Folg- 
lich liegt genau eine zusammenhängende Komponente von /'— T außerhalb X und genau 
eine innerhalb X. Daher hat I, "T', keine Knotenpunkte, welche nicht zu K gehören, 
denn ein solcher Knotenpunkt müßte nach Hilfssatz 2 mit mindestens einem Knoten- 
punkt aus jeder der zwei zusammenhängenden Komponenten von 7’—T durch eine 
Kante verbunden sein, und das ist ohne Schneiden von Kanten nicht möglich. Daher 
hat aber 7’, „T', auch keine Kante außer den Kanten von X, denn wäre eine solche 
Kante vorhanden, so enthielte 7, 7, einen Kreis und einen Knotenpunkt, welcher 
nicht zu diesem Kreis gehört, was nach dem Vorangegangenen nicht möglich ist. Damit 
ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Diese Eigenschaft der ebenen Graphen führt zur folgenden rein kombinatorischen 
Verallgemeinerung: 


Satz 7. Wenn T minimal ist und ein Knotenpunkt t in T existiert, sodaß I, IT, —t 
entweder (k— 2)-chrom ist (k 23) oder zu einem (k — 2)-chromen Graphen zusammen- 
gezogen werden kann, dann läßt sich I' zu einem Graphen mit chromatischer Zahl = k zu- 
sammenziehen. Wenn I, nT,—t entweder einen vollständigen (k — 2)-Graphen enthält 
oder einen Graphen, der zu einem vollständigen (k — 2)-Graphen reduziert werden kann, dann 
läßt sich I’ zu einem vollständigen k-Graphen reduzieren. 

Beweis. 1. Wenn die chromatische Zahl von 7’, AT, — t kleiner als k — 2 ist, 
dann sei /’,nT,—t zu einem (k — 2)-chromen Graphen 2 zusammengezogen; wenn 
T, AT, —t genau (k — 2)-chrom ist, so sei !,n/T,—t=2. In dem dadurch aus /’ 
entstandenen Graphen befinden sich 7’, und 7’, als Teilgraphen, und t und jeder Knoten- 
punkt von @& sind nach Hilfssatz 2 mit mindestens einem Knotenpunkt aus jeder zu- 
sammenhängenden Komponente von 7’; und von /‘, durch eine Kante verbunden. Es 
sei Jetzt eine beliebige zusammenhängende Komponente von /", zu einem einzigen Knoten- 
punkt x zusammengezogen, und eine beliebige zusammenhängende Komponente von 7’, 
sei zu dem einzigen Knotenpunkt y zusammengezogen. x und y sind mit i und mit jedem 
Knotenpunkt von ® durch Kanten verbunden. Endlich sei (x,t) zu einem einzigen 
Knotenpunkt zusammengezogen. Der dadurch entstandene Graph hat als chromatische 
Zahl mindestens k. 

2. Wenn T,nT,—t keinen vollständigen (k — 2)-Graphen enthält, so sei ein 
geeigneter Teilgraph von !', n 7, —t zu einem mit A bezeichneten vollständigen (k — 2)- 
Graphen reduziert; wenn ein vollständiger (k — 2)-Graph in 7, n 7, — t vorhanden ist, 
so sei er mit A bezeichnet. Der Graph sei jetzt genau wie im ersten Teil dieses Beweises 
zusammengezogen. Der so entstandene Graph enthält einen vollständigen k-Graphen 
als Teilgraph. 

Aus Satz 7 ergibt sich, daß, wenn in einem Graphen die Knotenpunkte eines Kreises 
zusammen mit noch einem oder mehreren Knotenpunkten eine minimale trennende Knoten- 
punktmenge bilden, sich der Graph zu einem vollständigen 5-Graphen reduzieren läßt. 


Über die chromatische Zahl von /' wird in Satz 7 nichts vorausgesetzt. 
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7. Anwendung auf ebene Graphen. 


Definition. Ein k-chromer Graph T, k 22, heißt Punkt-kritisch, wenn für jeden 
Knotenpunkt x von I!’ der Graph T’— x (k — 1)-färbbar ist. 

Offenbar ist ein Punkt-kritischer Graph zusammenhängend und hat keinen trennen- 
den Knotenpunkt. Jeder irreduzible k-chrome Graph ist Punkt-kritisch. 


Satz 8. Jeder zusammenhängende ebene Graph wird durch das Entfernen einer 
beliebigen minimalen trennenden Knotenpunktmenge von mehr als zwei Knotenpunkten in 
genau zwei zusammenhängende Komponenten zerteilt. Jeder ebene Punkt-kritische k-chrome 
Graph (k 23) wird durch das Entfernen einer beliebigen minimalen trennenden Knoten- 
punktmenge in genau zwei zusammenhängende Komponenten zerteilt. 

Beweis. Es sei I’ ein zusammenhängender ebener Graph, 7 eine minimale trennende 
Knotenpunktmenge von /' mit mehr als zwei Knotenpunkten und i,, t,, f; irgend drei 
verschiedene Knotenpunkte von T. Es sei jede zusammenhängende Komponente von 
T—T zu einem einzigen Knotenpunkt zusammengezogen und der auf diese Weise aus /' 
entstehende ebene Graph sei mit T bezeichnet. Hätte !’— T mehr als zwei zusammen- 
hängende Komponenten, so gäbe es in T' mindestens drei, von t,,t,, it; verschiedene 


Knotenpunkte, welche alle mit i,, t,, 2; durch Kanten verbunden sind; folglich wäre T 
offenbar nicht eben. Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. 

Um auch die zweite Behauptung des Satzes zu beweisen, genügt es, zu zeigen, daß 
ein Punkt-kritischer k-chromer Graph, k 2 3, durch eine minimale trennende Knoten- 
punktmenge von zwei Knotenpunkten in genau zwei zusammenhängende Komponenten 
zerteilt wird. Es sei /’ ein Punkt-kritischer k-chromer Graph mit einer aus den zwei 
Knotenpunkten t,, tz bestehenden minimalen trennenden Knotenpunktmenge T. I’, und 
T, sind beide (k — 1)-färbbar, weil 7’ Punkt-kritisch ist. Aus Hilfssatz 3 folgt, daß die 
Bezeichnungen so gewählt werden können, daß in jeder (k— 1)-Färbung von /', die 
Farbe von t, gleich der Farbe von t, und in jeder (k — 1)-Färbung von /', die Farbe von t, 
ungleich der Farbe von t, ist. Daraus folgt sogleich, daß 7 und ebenfalls /’; zusammen- 
hängend ist. Damit ist Satz 8 bewiesen. 





L 





Abbildung 2. 


Für nicht ebene Graphen ist die erste Behauptung des Satzes 8 freilich nicht immer 
gültig. Auch die zweite Behauptung des Satzes ist für nicht ebene Punkt-kritische 
k-chrome Graphen mit k > 4 nicht immer gültig (die Punkt-kritischen 3-chromen Graphen 
kommen hier nicht in Frage, da jeder solche Graph ein Kreis ist); schon ein 4-chromer 
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Punkt-kritischer Graph kann durch eine minimale trennende Knotenpunktmenge von 
nur drei Knotenpunkten in bis zu fünf zusammenhängende Komponenten zerlegt werden. 
Zwei Beispiele sind in Abbildung 2 gezeichnet. 

Die in Abbildung 2 gezeichneten Graphen & und ® sind beide 4-chrom und keine 
zwei der Knotenpunkte x, y, z bilden eine trennende Knotenpunktmenge. Wird irgend- 
eine beliebige Kante aus 2 oder aus ® entfernt, dann ist der jeweils verbleibende Graph 
3-färbbar. 2— (2 + %+ z) besteht aus drei, ®— (2x +y-+z) aus fünf zusammen- 
hängenden Komponenten. Der Leser kann sich von der Richtigkeit dieser Behauptung 
unschwer überzeugen. 

Zum Abschluß eine Schlußfolgerung aus dem Reduzierungssatz bezüglich der 
irreduziblen 5-chromen Graphen in der Ebene: 

Aus dem Reduzierungssatz folgt, daß jeder irreduzible 5-chrome Graph mit min- 
destens &6 Knotenpunkten mindestens 5-fach zusammenhängend ist, und daraus folgt 
wiederum, daß, wenn ein beliebiger Knotenpunkt mitsamt der mit ihm inzidierenden 
Kanten aus einem irreduziblen 5-chromen Graphen entfernt wird, der zurückbleibende 
Graph mindestens 4-fach zusammenhängend ist. W.T. Tutte hat bewiesen, daß, wenn 
ein endlicher ebener Graph 4-fach oder 5-fach zusammenhängend ist, der Graph einen 
Kreis enthält, auf welchem alle seine Knotenpunkte liegen [9]. Graphen, welche einen 
solchen Kreis haben, nennt man Hamiltonisch. Dadurch ergibt sich aus dem Redu- 
zierungssatz der folgende 


Satz 9. Jeder ebene 5-chrome irreduzible Graph ist Hamiltonisch. Entfernt man aus 
ihm irgendeinen beliebigen Knotenpunkt und alle mit diesem Knotenpunkt inzidierenden 
Kanten, dann ist der zurückbleibende Graph ebenfalls Hamiltonisch. 


Es wird in Satz 9 nicht vorausgesetzt, daß der Graph die Ebene trianguliert. 
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On a universal n-dimensional set for metric spaces. 


To Wolfgang Krull on his 60th birthday. 
By Jun-iti Nagata in Osaka. 





It is well known that every n-dimensional separable metric space has dimension 
<nifand only if it can be topologically imbedded in the set R3,,, of points in Euclidean 
(2n + 1)-cube at most n of whose coordinates are rational!). For this reason we call R},,, 
a universal n-dimensional set for separable metric spaces. On the other hand C. H. Dowker 
[2] once defined a generalized Hilbert space and showed that every metric space can be 
topologically imbedded in a generalized Hilbert space. 

Although dimension theory for non-separable metric spaces has been greatly 
developed), it still seems that no universal n-dimensional set for non-separable metric 
spaces is known. Thus it will be of some interest to find a universal n-dimensional set 
for non-separable metric spaces in a generalized Hilbert space. This paper is devoted 
to this purpose. 

To begin with, I notice that every space in this note is metric and dimension means 
Lebesgue dimension or strong inductive dimension®), and besides every covering or 
collection consists of open sets unless the converse is explicitly mentioned. 


Definition. Let f be a real valued function on a set 2 whose values are zero at every 
point except a finite number of points; then we call f a finite function. 

Definition. Let / be a finite function on 2. We denote by ord f the number of points 
& such that f(«) #0. 

Definition. We denote by F(2) the functional space of all finite functions on 2 with 
the distance d(f, g) = Vz (f(&) — g(«))* between two points f and g. 

sen 
We define a metric space H’(Q2) in terms of coordinates. The points f are sequences 


(f1, fa, - . .) as in Hilbert space, but each coordinate f; is a finite function on 2 instead 
of a number. From now on we mean by f,;, g; etc. coordinates of f, g etc. respectively. 





Definition. We put 
H'(92) = {(fv fa. If EFF), Z (fila))? <+ } 


and define the distance o(f, g) between two points {= (f,f,...) and g= (81, 8» - - :) 


of H’'(2) by elf, g) - z«u. 8): 


H'(2) is, in reality, a subspace of Dowker’s generalized Hilbert space 4(2). It is 
also a subspace of a Hilbert space if 2 is a countable set. 





1) See [1]. 
2) See [3]. [4]. 
3) The equivalence of these dimensions was proved in [3], [4]. 
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Definition. We call the subspace 
1 ’ 
F' (2) — Y=lufs.-)|O Sf S-, ord f; 2 ord fir» ı =1,2,...} 


ı 
of H’(2) the fundamental cube of H’(2). 

Theorem 1. A metric space has dimension < n if and only if it can be topologically 
imbedded in 
F.(2) = {f|FEF'(2), at most n of fi(a), i=1,2,..., «€ Q are rational and nonvanishing} 
for some 2. 

Proof. 1. We shall first show dim F„(2) < n. We consider all monotone decreasing 
sequences (A, A, -..) Of non-negative integers, where u Z w.,.„ i=1,2,.... We 
define the order between two of them as follows: u < » if and only if 

H= (u, Ua - - .), 9 = (91 9 ++ +); Hı = I’ ++» Mr = 9 Hası < PYrrı 
for some non-negative integer k. Thus we have a well-ordered countable set {u(r)|r <r,} 
of sequences, where r, r, denote ordinal numbers. 

If we put 

G,={f|f€F,, (ord f,, ord f,...) = u(r)} 
K,= U G,, T<n 
rsr 


F(9Q)=UK,. 


2477 


The fact that X, is closed in F,(2) is shown as follows. Let 
= (u fos-- )EF(Q)—K, 
then 
(ord fi» ord fe» a. .) Dr 3 u(rT) > u(?) - (u, Un-- .)» 

which proves the existence of a number i satisfying ord f; > u, ord f; = u,, 
j=1,...i:—1. Now we take all non-vanishing f;(«&) in the range j<i, «€ 2, and 
denote them by f;u(&), k=41,2,...,A,. If gEK,, then ord g, <.ord f, for some 
j<i, and this implies g,,,(&,) = 0 for some k <k,. Hence it is obvious that neighborhood 
U) = lg) >0, k=1,...,k,} of f contains no point of K,,i.e. K, is closed. 
Hence if dim K, Sn is proved for every r < r,, then dim F,(2) < n directly follows 
from the generalized sum-theorem ®). 

2. Let K(1) = {f, | f€ K,}; the topology of this set is defined by the distance 
d,(fı, 81) = V(dtf,, 81))°, 

K(1, 7) "r {hlfeK, ord hi =/j}, i=9, l,.:4 

where ,ı, means the first term of u(r), 


K(i,j,k) = {fh | fı € K(1, j), just k of fı(a), «€ 2 are rational and non-vanishing}, 
Kk=-0,4,..,R. 
Then 


() Ka, = U KG, j,h), 


(2 Ka) = UK). 


4) loc. eit. 
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Now let us show dim K(1,j,k) <0, k=0,1,...,n. We define 
Lie... 86 So an Baier 
= {| fıla) = a,i=4,...,%k; fı(fr),! =1,...,l are irrational and accordingly 
non-vanishing, f,(x) = 0 for any other element « of Qthan a,,.. ., &, Bir - +, Pı} 
frrse2,i=l,...,k,ß,€e2,! =4,...lwithk+1= j and non-vanishing rational 


numbers a,,... ., ax. Each L(a,, . . ., &5 @1y- » », @x5 By - » -, Bı) is O-dimensional and closed 

in K(A, j, k). Since the O-dimensionality is obvious, we shall show only the closeness. Let 
fı € Ki, I» k) — L(a,, 0. &p; Ay». ., Ak, ßı, ..-. ßı), 

then there exists either «; with f,(&;) + a, or « with f(x) #0, & + &,. . ., &, Bu ++», Pı- 

In either case we have a neighborhood of f, not intersecting L(x,, . - -, &; 4, - » -, 4x; 

ßı, eo ßı). 

Furthermore, {L(&,, . - ., &; @ -: »@5 Bu ++, Bı) | &, a, Ar} is alocally countable 
covering of K(1, j,k). For if fis a point of K(1, j, k) such that f,(y.) #0,i=1,...,], 
I) = Ofory#+y,i= l,...,7,then U(f,) = {81 | 81 € K(1,j,k), 8ı(9:) > 0,i=1,..., } 
is a neighborhood of f,. It is easily seen that «,,.. ., &, Pu. + .,Bı and Y1,-. ., Y; must 
be identical for every L(a,...,%; Ay:+„@r; Bu + --, Bı) intersecting U(f,). Hence 
U(f,) intersect$ only countably many of L(a,,.. ., &; Au:-„4 Pu: +» Pı)- 

Thus we can conclude the O-dimensionality of K(1,j,k), k=0,1,...,n by the 
generalized sum-theorem ’). Therefore we get dim X(1, 7) < n from (1) combining with 
the generalized decomposition Sue *. 


Now ge notice that u „Ka, »,; k=0,1,..., a is closed in K(1). For 
nERM)—U, K(1, 7) a la) >0 for some &, i=41,2,....j+ 1, and hence 
Ulf) = {glgılu) >0,i=1,2,..,.7+1} 


k 
is a neighborhood not containing any point of UK (1,j). Hence we get dim K(1)=sn 
j= 
by (2) eombining with dim K(1,j) <n. 
We can analogously define 
K(p) ‚Fi U ... f,) | f € K,} 
with a topology defined by the distance 


d,((fı, er fo); (81, eo. 8»)) ur | z (dd 8:)), 


further 
K(p, )) = {Un „AI FEK„ordfh torda+'"+ordf„=j},j=0,1,...pu, 
Kip, ik) = Une. ho) ae: fo) € KPD), just kof fl)... ,fv(a), «€ Q are 
rational and non-vanishing}, k = 0,1,...,n. 


We can show dim K(p) < n. Since the proof is quite similar with that for dim X(1) < n, 
it is omitted. 

3. Now there exists, because of dim K(1) < n, an open covering U, of K(1) such 
that mesh U, = sup {diameter U|UEU,} <A,orderU, <n +1.LetU,={U,|yET,}, 
then ®, = {V,|y€T/,}, where V, = {(fu fs» ---)|h €U,} rn K,, is an open covering 
of K,. 


5) See [3], [4]. 
*) See [3], [4], 
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Assume that U,={U,|yET,} and ®,= {V,|yET',} have been already defined so 


that U, is an open covering of K(p) with mesh 1,<,, order U,<n-+1 and so that 


vll Jun )EU CK, B<®,-, in K,, where 8} signifies the 
eovering {S(x, ®,) |x€ K,} for S(z, 8,) = U{V |z€E VER,}. Then putting 

W, - fs ..- f»+1) | (fi fe» ...) € V,} 
we get a covering ®, = {W,|yET',} of K(p+1). Since dim K(p+1)<n, there 
exists a covering U,;, = {U,| yET',;ı} of K(p + 1) with the properties U),, <®,, 


1 ’ ; 
order U,;,, Sn + 1, mesh U,,, SS+T If we define ®,,, = {V,|y€ T,,,} with 


En ge (fi fe» .«.) | (fi, EN »+1) € U,} n K,, 
®,.ı is a covering of K, satisfying order ®,,, <sn +1, B,,, <®B,, 


h FT, ini g \8 ;ı \ 

mente) 

Thus we have a sequence ®,, ®,,...... of coverings of K, such that order 8, <n +1, 

<%®,, lim mesh ®, = 0. Hence we can conclude dim K, < n by one of our previous 
p>» 





2” 
theorems’?), and hence dim F, (2) Sn. 
4. Conversely, we can topologically imbed every metric space R with dm Rsn 


in F„(2). First we can define disjoint colleetions®) U, ,i=41,...,n+1;k=1,2,... 
n+1 


such that U {U,,|i =1,..,n+1,k=1,2,...} is an open basis of R and Yu. 


is locally finite for every k and such that U,,,; <U,.- 
n+1 

For, let u4 =R,dim A,<0,i=41,...,n+1 and let ©,, &©,-... be a locally 
finite uniform basis. Putting ©, = {S, | y€ T,}, we have, because of 0-dimen- 
sionality of A,, a covering {V,, | y € T,} of open closed sets V,, of A, satisfying 
V.<Ss,nA,V,ir V„ı=®#for y + y. We can clearly choose e(x) > 0 for 
every point x € V,, so that S,„,(2) N A; < Vu, Sum(2) < S,, where S,,,(2) denotes 
the set {y | o(z, y) < e(x)}. Then U, = {U,; | Y € T',} for U„; =U Saay2(2) | ze Vi 

n+1 

is a disjoint collection of R and covers A,. Now U U, , isa locally finite refinement of ©, 


i=1 
because of the local finiteness of ©,. We can similarly define disjoint collections 
n+1 
{W,:\yET,} = ®,, such that VB; is a locally finite refinement of ©, and ®,, 
covers A,. 


i It is clear that U,; = {U,;,rW,;|yET,, dET,} satisfies U,,;, <U,, 
besides the properties of ®,,. Repeating this process, we have required sequences 
uU,>W,>., i=l,..„a+1. 

5. Putting U, ,={U,|x€2, ,}, we can define a closed collection %,,; = {F,|«€2,.} 

n+1 
such that F,<U, and such that ‚Ldn covers R. Put U,;,=U{U| VEN.) 
F,:=U{F|F€&%,,;}, then we define open sets U; , for every rational number r with 


0<sr u such that 
ky2 F y 
(1) F,< U, Ui Us cs U, = U,foer>r, 
(2) U; =U {Wu|r <r}), Uu=Nn {Ur |r >r}, 


?) [5] Theorem 2. Also see [6]. Here we can also use the theorem in [7] instead of ours. 
®) A collection U is called disjoint if any two sets of U are disjoint. 
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(3) order {BIUL JE =... „n+1;k=4,2,..;0<r<— 


’ ky2' 
where B(U) means the boundary of U. 
The way to define U7, is similar to the one in the proof oi Lemma 3 in [8]. 


r rational} < n 


First we number all rational numbers with 0 sr < _ for a fixed k so that 


(er <T1,; ro <T <r <T3, To <rTz <T, <T;5 <r, <7T <T3 u 7 7 


Then we put 
N, 2 (ra rı}; N; ar fra, r3}, N, ur (ufurfarı)- .. 
We shall define U7;, satisfying (1), (3) and 
s—1 


(2’) if r, and r, are consecutive numbers in ‚IN ‚and ifr, <rn <r,forr, € N,, then 
U, < $,„(U,) if s is odd, 
(U, < 5,,(U,) if s is even, 
where we denote, for brevity, U, by U,, for fixed k,i, and besides _ 
S,„(U) = [z | distance (x, U) <.} 


Then it will be easily seen that {U} ,} satisfies (2) besides (1) and (3). In fact, let 


U,, satisfy (2'). If x$ U, for r,€E N,_,, then we take an odd : with it > max (9; 1 
T, r 


\ 
J 
t \ a 
and r,€ N, which is next before r, in U N,. It follows from (2’) that U,„< S,.(U,); 
i=1 [3 


hence x€U,,. Let zE U,, for r,EN,_, then we take an even t with 


1 
Ze ET FE SER 
it zZ max (s ( 5) 


t hen 
and r,€ N, which is next after r, in U N,. It follows from (2’) that z€ [5,.(U, )/<U,, 
l-1 a b 


proving (2). 

Now we number all pairs (A, i),, i=4,..,n+1,k=1,2,... and put 
U, = U,o Ur: = Ui = Um, for the m-th pair (k,i). Let us define, by induction 
all U„. but U. in such an order that U, ,, U,» Usn Urn Urn Us,1-... To begin 
with we can define an open set U, , such that 


Fi < U,ı< U, = Uri =U,o 
for the first pair (k, ı), 
B(U,,,) nA,=9, 


where we mean by A, the zero-dimensional subset of section 4. The method is just the 
same as that in the proof of Lemma 1 in [8], and is omitted here. 


Assume that we have defined all U. before U, , and that r, € N,, where N, and r, 
denote, of course, those for the p-th pair (k, i). Then we define U, , as follows: We take 


.—1 s—1 
ra, r.& U N, such that „>n, >r. and such that r, and r, are consecutive in U N.. 
t=1 


t=1 


We can define open U, , such that 


U,a< U,o< Us < Uer SU.) if s is 0dd, 


[S,,.(U,,)F “w U,.< U,» < U,» < Us if sis even, 
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and such that 
order, B(,,) sj—1 for each point z€& A,j=41,..„n+1, 


where B,, vo {U,,. U,» U, ;, ..-. U„»} B(3,,) La {B(U) | U€ B.h and order, B(®) 
for a collection ® means the number of members of ® which contain x. The method of 
defining U,,, is quite parallel to that of V, in the proof of Lemma 1, [8], and hence it 
is omitted here. Thus we get U; , satisfying (1), (2) and (3). 

Now we set U,; = {U,|x€2,,;} and for «€ 2,,; we define functions 


_fsup rf|z€EU;,} if zEU,, 
9.(2) -b it a0. 


We can define a mapping (x) of R into F,(2) for 2 = u Q,., as follows: 
p(2) = ( fe» ),% € R, 


n+1 
f(x) = p,(2) for a EU 2 


n+1 


It is easily to be seen that 9 is a homeomorphic mapping between R and a subset of 
F,(2). Since it is obvious that 9,(U‘) =, 9,(F,) 14 if «€ Q,;, 9 is one-to-one 
and 9! is continuous. Since U,,,; <U,,, ord f,,,<ord f; for p(z) = (f,, fs, - - -). Since 
9,(x) is continuous, and um, is locally finite, @(x) is clearly continuous. 


= 


To show that the value of p,(z) is irrational or zero at every point 


st (UL) l0o<r <a} 


ky2 


for (k,i) with «€ Q,,, we take any point z$U B(U};,) and any rational number r 


with 0 <r <m If z€ U; ,, then there exist r' with ! >r and z€ U/;, by (2); 


hence g,(2) Zr’ >r. If z$U;,, then there exist r’ with r!’ <r and x$ U7,; hence 
p,(2) <r' <r. Therefore p,(x) + r in either case. Hence from (3) at most n of o,(z), 
«€ Q,, are non-vanishing and rational. Thus we can prove that 9(z) is a homeomorphic 
mapping between R and a subset of F„(2). Therefore the proof of this theorem is complete. 


Reviewing the proof of the only-if-part of this theorem, we remember that 

n+i1 
order ‚Lu. <n+1; so we can claim the following proposition: 

Corollary. A metric space has dimension <n if and only if it can be topologically 
imbedded in 

F(9) = {FF EF,(@), od, Sn +1,i=1,2,...)} 

for some 2. 

Finally we can prove the following theorem with an analogous method to the one 
of the proof of Theorem 1. 

Theorem 2. A metric space is strongly countable-dimensional, i. e. it can be represented 
as a countable number of finite-dimensional closed sets if and only if it can be topologically 


imbedded in UF.) for some 2. 
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Eine Verallgemeinerung der Cauchyschen 
Charakteristikentheorie auf Integralmannigfaltigkeiten 
von Differentialformen beliebigen Grades. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 


Von Manfred Breuer in Bonn. 





Einleitung. 


Sei « eine Differentialform r-ten Grades auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit 
V‘. Als Zentrum von « im Punkte p, in Zeichen: Zentr «,, definieren wir einen Unterraum 
des Vektorraums aller Tangentiale von V” in p auf folgende Weise: Das Tangential X, 
von V” in p gehört dann und nur dann zu Zentr «,, wenn für alle Tangentiale X}, ... ., X," 
die Gleichung 


(1) (X, X... X) =0 


gilt. Wir sagen, « habe den Rang M, wenn für alle p € V” der Vektorraum Zentr «, die 
Dimension N — M hat. 

Die Abbildung Zentr «, die jedem p € V" den Vektorraum Zentr «, zuordnet, heiße 
das charakteristische Vektorraumfeld von «. Ist Zentr « integrabel, so heißt die zugehörige 
geblätterte Struktur die charakteristische geblätterte Struktur von «. Die Blätter der 
charakteristischen geblätterten Struktur von « heißen die Charakteristiken von «. 


Um den Hauptsatz des ersten Teils dieser Arbeit zu formulieren, nehmen wir an, 
Zentr « sei integrabel. Ferner nehmen wir an, der mit der Quotiententopologie versehene 
Raum V der Charakteristiken von « könne so zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit 
V” gemacht werden, daß die kanonische Abbildung x: VX —> V* differenzierbar wird. 


V” heiße die charakteristische Quotientenmannigfaltigkeit von «&. r* bezeichne die der 
Abbildung x in natürlicher Weise zugeordnete Abbildung, die jedem kovarianten Tensor- 


feld x auf V” ein kovariantes Tensorfeld r*x auf V” zuordnet. Der Hauptsatz des ersten 
Teils dieser Arbeit (Satz 3) gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, 


daß auf V* eine der Bedingung 
(2) a=n*a 
genügende Differentialform & existiert. Diese Bedingung lautet: Für alle p€ V” gilt 


(3) Zentr &, S Zentr (d«),. 


Sie ist stärker als die Integrabilitätsbedingung für Zentr « und schwächer als die Ge- 
schlossenheitsbedingung da = 0. 
18* 
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Existiert eine der Bedingung (2) genügende Differentialform x auf V”, so folgt 
aus den Eigenschaften des Zentrums von «, rein algebraisch, daß das Zentrum von «,, 
aus dem Nulltangential allein besteht. Die Analogie zur Methode der Restklassenbildung 
der Algebra ist evident. Es ist daher einleuchtend, daß man den Hauptsatz, falls die 
Voraussetzungen erfüllt sind, überall da anwenden kann, wo es sich darum handelt, 
Probleme für Differentialformen mit nichtverschwindendem Zentrum auf Probleme für 
Differentialformen mit verschwindendem Zentrum zurückzuführen. 


Im zweiten Teil dieser Arbeit wird eine derartige Anwendung auf die Theorie der 
Integralmannigfaltigkeiten von « (i. S. von E. Kähler [6]), insbesondere auf ein verall- 
gemeinertes Cauchysches Anfangswertproblem ausführlicher behandelt. Zwischen den 
Integralmannigfaltigkeiten von « und denen von « bestehen einige einfache Beziehungen: 
Man kann zeigen, daß unter gewissen Regularitätsvoraussetzungen das Bild einer Integral 
mannigfaltigkeit von &.vermöge z eine Integralmannigfaltigkeit von « ist (Satz 9). Ferner 
ist das Urbild einer Integralmannigfaltigkeit von « vermöge r stets eine Integralmannig- 
faltigkeit von «& (Satz 8). — Diese beiden Sätze liefern eine Lösung des sog. Anfangs- 
wertproblems: Ist A eine gewissen Transversalitätsbedingungen genügende Integral- 
mannigfaltigkeit von «&, die sog. „Anfangsmannigfaltigkeit‘‘, so ist die Absättigung 
Ä= A(r(A)) wieder eine Integralmannigfaltigkeit, die A enthält. A ist eine globale 
Lösung des Anfangswertproblems mit der Anfangsmannigfaltigkeit A. Anschaulich be- 
deutet das Absättigen von A vermöge n einfach das Anhängen der A schneidenden 
Charakteristiken von « an A. Es handelt sich bei der Konstruktion der Lösungsmannig- 
faltigkeit Ä also um dieselbe Konstruktion, die Cauchy zur Lösung des Anfangswert- 
problems für Systeme partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung benutzte. — In 
einem Schlußparagraphen wird die Theorie der partiellen Differentialgleichungssysteme 
1. Ordnung in diese Theorie eingeordnet. 


$ 1. Vorbemerkungen zur Terminologie und Definitionen. 


Mit V” bezeichnen wir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension N. 

Differenzierbar bedeute stets von der Klasse C”. T,(V) sei der N-dimensionale Vektor- 
raum aller Tangentiale (kontravariante Vektoren) von V” mit dem Fußpunkte p € V*. 
T#(V) sei der zu T,(V) duale Vektorraum aller Differentiale (kovariante Vektoren) von 
V'. — Mit T(V) bzw. 7*(V) bezeichne ich den Totalraum des Vektorraumbündels aller 
Tangentiale bzw. Differentiale von V*. 
Schnitte von V” in T(V), d.h. Tangentialfelder oder kontravariante Vektorfelder 
auf V”, werden mit X,Y,... bezeichnet. Sind X, Y zwei differenzierbare Tangential- 
felder auf V”, so ist ihr Liesches Klammerprodukt [X, Y] das durch folgende Festsetzung 
definierte Tangentialfeld: Für alle differenzierbaren Funktionen f: V' —>RP°) gilt 


(1,1) [X, Y]= X(rp— Y(AP. 


Ein Vektorraumfeld!) Z.auf V* ist eine Abbildung, die jedem p € V” einen Unter- 
rauın /', von 7,(V) zuordnet. Ist I’ ein Vektorraumfeld auf V”, so sagen wir, das Tan- 
gentialfeld X auf V” sei ein Schnitt von V” in 7‘, wenn für alle p€ V” gilt X,E€T,. 
Wir sagen, I’ habe die Dimension M, wenn für alle p€ VY Dim !',=M ist. 


0) Mit R bezeichnen wir stets den Körper der reellen Zahlen. 
ı, Bei C. Chevallay [5] wird ein Vektorraumfeld „distribution‘‘ genannt. 
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Die Integrabilitätstheorie der differenzierbaren Vektorraumfelder, d. i. die Theorie 
der linearen partiellen bzw. totalen Differentialgleichungssysteme, werde als bekannt 
vorausgesetzt ?). Das /ntegrabilitätskriterium für differenzierbare Vektorraumfelder lautet: 

Das M-dimensionale differenzierbare Vektorraumfeld 7’ ist dann und nur dann 
integrabel, wenn folgendes gilt: Sind X, Y zwei differenzierbare Schnitte von V” in T,, 
so ist [X, Y] ebenfalls ein Schnitt von V? in T". 

Ein r-fach kovarianter Tensor von V” im Punkte p € V* ist eine r-lineare Abbildung 
von (T,(V)) in R. Ein r-fach kovariantes Tensorfeld « auf V* ist eine Abbildung, die 
jedem p € V” einen r-fach kovarianten Tensor «, zuordnet. 

Ist « ein r-fach kovariantes Tensorfeld auf V”, und ist (X,,... -, X,) ein r-Tupel von 
Schnitten von V” in T(V), so ist die Funktion «(X,,..., X): V’—>R durch folgende 
Festsetzung definiert: Für alle p € V” gilt 


(1, 2) &(X,, ..n X,)» = &p(Xın, on. Xp). 


Das Tensorfeld & heißt differenzierbar, wenn «(X,,..., X,) für alle differenzierbaren 
r-Tupel (X,,. . ., X,) differenzierbar ist. Das differenzierbare Tensorfeld « ist schon ein- 
deutig bestimmt, wenn für alle differenzierbaren r-Tupel (X,,..., X,) die Funktionen der 
Gestalt «(X,,.. ., X,) bekannt sind. Dies führt zu folgender in dieser Arbeit gelegentlich 
benutzten bequemen Methode der Definition eines Tensorfeldes: Ist « eine Abbildung, die 
jedem r-Tupel (X,,....., X,) von differenzierbaren Schnitten von V” in T(V) eine differen- 
zierbare Funktion &(X,,..., X,) von V” in R zuordnet, so gibt es dann und nur dann 
ein differenzierbares r-fach kovariantes Tensorfeld « auf V”, das der Bedingung 


(1, 3) uX,..,X) = aXy,...,X,) 


für alle r-Tupel (X,,..., X,) genügt, wenn & multilinear über dem Ring der auf V” 
differenzierbaren Funktionen ist. 


Eine Differentialform r-ten Grades auf V” ist ein schiefsymmetrisches r-fach ko- 
variantes Tensorfeld auf V”. Ist « ein r-fach kovariantes Tensorfeld auf V”, o eine 
Permutation von {l,...,r} und e, das Signum von o, so ist « dann und nur dann eine 
Differentialform auf V”, wenn für alle Tangentialfelder X,,..., X, auf V” die Gleichung 


(4, 4) a(X,, ° Ara X,) a5; &,2(X 1, Ei Ar) 
gilt. 

Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum über R und r 21 eine natürliche 
Zahl. Der Modul &,(E’, R) aller r-linearen Abbildungen von E’ in R kann in 
kanonischer Weise isomorph auf den Modul 8,_,(E’', E*) aller (r — 1)-linearen Ab- 
bildungen von E’=! in das Dual E* von E abgebildet werden. Dieser Isomorphismus, der 
mit x bezeichnet werde, ist wie folgt definiert: Ist y € 2,(E’, R), und sind f,,...„fr-ı € E, 
so ist für alle ,EE 


(1,5) (aytfı, ... h-ı) Fr = Yu. Fr) | 

Das Zentrum eines Elementes y € 2,(E’, R), in Zeichen: Zentr y, ist wie folgt definiert: 
(1, 6) Zentr y = Annullator (Bild xy)?). 

Unter dem Rang von y verstehen wir die Dimension des Bildes von xy. Es ist also: 
(1,7) Rang y = DimBild xy = DimE — DimZentr y. 


®) Für r=1 ist Zentry = Kerny, für r = 2 ist Zentr y = Kernxy. 
®) Für den analytischen Fall ist diese Theorie bei C. Chevallay [5] entwiekelt. Die Übertragung auf den 
differenzierbaren Fall macht keine Schwierigkeiten. 
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Da die Abbildung x: 2,(E’, R)> 2,_,(E’"', E*) für jeden endlichdimensionalen Vektor- 
raum E definiert ist, ist insbesondere auch »a,: 7,(V)’"'> T5(V) definiert, wenn «, ein 
r-fach kovarianter Tensor von V” in p ist. — Ist «& ein r-fach kovariantes Tensorfeld 
auf V”, und sind X,,..., X,_ı Tangentialfelder auf V”, so ist die Differentialform 
1. Grades xa(X,,.. ., X,_,) definiert durch: 


(1. 8) WIR. ., Ar-ı)e x, (Xp. Är-ıp)- 
Es ist also für alle r-Tupel (X,,..., X,) 
(1, 9) »a(X,, ... X,-j) (X,) = a(X,, ..n. X,). 


Die Abbildung Zentr «, die jedem p den Vektorraum Zentr «, zuordnet, ist ein Vektor- 
raumfeld. Zentr « heiße das charakteristische Vektorraumfeld von «. Wir sagen, « habe 
den Rang M, wenn das Vektorraumfeld Zentr «x (N — M)-dimensional ist. Es werde 
noch bemerkt, daß aus der Differenzierbarkeit von «die Differenzierbarkeit von Zentr « folgt. 


Im. folgenden sei 9: V’"—> W” eine differenzierbare Abbildung der Mannig- 
faltigkeit V” in die Mannigfaltigkeit W”. Dann ist die Abbildung 
1,10) 9: TI — T(WN) 
in bekannter Weise definiert. 9,, sei die Einschränkung von 9, auf 7,(V). Ist x,, ein 
r-fach kovarianter Tensor von W” im Punkte gp € W”, so ist der r-fach kovariante Tensor 
(1,11) Yan = a, 
von V” im Punkte p € V” durch folgende Festsetzung definiert: 
Für alle X1,..., X, € 7,(V) gilt Ä 


(1, 12) a,(X,, 4, X) = a ld Pe AH). 

Ist « ein r-fach kovariantes Tensorfeld auf W”, so ist das r-fach kovariante Tensorfeld 
(1, 13) Ya=u 

definiert durch 
(1, 14) = Pan: 


Durch diese Festsetzung wird 9* zu einer Abbildung, die jedem kovarianten Tensorfeld 
auf W” ein kovariantes Tensorfeld gleicher Stufe auf V zuordnet. Sind 9: V" — W” 
und y: W“ —>Q" zwei differenzierbare Abbildungen, so gelten die Gleichungen 


(1, 15) (yo 9)4 = Yu ° 9% 
und 
(1, 16) (yo p)* = p* o y*. 


Die Gleichung (1, 15) ist bei C. Chevalley [5] bewiesen. Die Gleichung (1,16) ist eine 
einfache Folge aus (1, 15) und der Definition von @*. 


$ 2. Integrabilitätsbedingung für das charakteristische Vektorraumfeld 
einer Differentialform. 


Ist « eine Differentialform r-ten Grades auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit 
V", so kann man nach dem Differentialformenkalkül von E. Cartan die äußere Ableitung 
d« von «& bilden. Die invariante Definition von d« lautet folgendermaßen: 


*) Bei c. Chevallay [5] ist 9, = dp und @* = öp gesetzt. 
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Sind X, ..., X, differenzierbare Tangentialfelder auf V”, so ist 
Hair 
r+1 
a en 5 
RE Rare, “| ), 


i<j 


Eu 


|z- dlalXa-.. 8... )X, 


ah dei,.. „= 


Mit Hilfe der in $ 1 angegebenen Methode der Definition von Tensorfeldern beweist man 
leicht, daß d« ein (r + 1)-fach kovariantes Tensorfeld ist. Ferner ist leicht einzusehen, 
daß d« schiefsymmetrisch ist. d« ist also eine Differentialform (r + 1)-ten Grades. 

Sei o€ {0,1,.. ‚r}. Dann sagen wir, die Differentialform r-ten Grades & habe im 
Punkte p € V” die Eigenschaft E,,(«), wenn folgendes gilt: Sind X, ... ., X, Tangentiale 
im Punkte p € V”, und liegen die o ersten®) von diesen in Zentr «,, so ist 

(da)„(X%,..., X) =0. 
Wir sagen, & habe die Eigenschaft E,, in Zeichen: E,(«), wenn für alle p € V” die 
Eigenschaft E,,(«) gilt. Die Aussage E,(«) ist äquivalent mit der folgerden: Sind die o 
ersten von den Tangentialfeldern X°,..., X’ auf V” Schnitte von V” in Zentr «, so ist 
da(X°,..,X)=0. 
Es gelten folgende trivial beweisbaren Implikationen: 
(2, 2) Es(&) > E,(@) >> Er; 1(a). 
E,(&) besagt, daß « geschlossen ist (d.h. E,(«) ist äquivalent mit d« = 0). 
E,(«) ist äquivalent mit Zentr «,< Zentr (d«), für alle p. 
E,(«) ist trivialerweise für 0 23 stets erfüllt. 

Satz 1. Das charakteristische Vektorraumfeld Zentr & einer Differentialform «& r-ten 
Grades (r Z 1) von konstantem Range ist dann und nur dann integrabel, wenn E,(«) gilt. 

Beweis: Seien X, Y Schnitte von V” in Zenir «. Dann gilt für alle Schnitte 
Xy..,X,:V"—> T(V) die Gleichung 

1 
da(X, Tr. X, ... X,) = r+1i a([X, Y], X. ... X,) 
a 1 r-1ı 
= 1 alXy.. X) IK, VD). 


E,(«) ist also dann und nur dann erfüllt, wenn [X, Y] wieder ein Schnitt von V*” in 
Zentr «& ist. 

Aus (2,2) und Satz 1 folgt das 

Corollar. /st d« = 0, so ist Zentr & integrabel. 

Ist das charakteristische Vektorraumfeld von «& integrabel, so heißt die zugehörige 
geblätterte Struktur die charakteristische geblätterte Struktur von «. Die Blätter der 
charakteristischen geblätterten Struktur von « werden die Charakteristiken von « genannt. 


$ 3. Der Hauptsatz über die charakteristische geblätterte Struktur. 


Sei ® eine differenzierbare geblätterte Struktur (i. S. von G. Reeb [7]) auf der diffe- 
renzierbaren Mannigfaltigkeit V”. Mit np bezeichnen wir das durch’den Punkt p € V” 
gehende Blatt. Die Dimension der Blätter von ® sei N — M. Zwei Punkte p und g von 


5) 2, bedeutet, daß X, ausgelassen wird. 
*) Fordert man statt dessen, daß die o letzten oder auch nur o von den betreffenden Tangentialen in 
Zentr «, liegen, so erhält man wegen der Schiefsymmetrie von da eine zu E,,(«) äquivalente Aussage. 
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V“ heißen äquivalent, wenn sie auf demselben Blatt liegen. V bezeichne den mit der 


Quotiententopologie versehenen Raum aller Äquivalenzklassen (Blätter), und z :/ — V 
sei die kanonische Abbildung. In manchen Fällen ist es möglich, V so zu einer differenzier- 
baren M-dimensionalen Mannigfaltigkeit V” zu machen, daß die Abbildung x differenzier- 


bar wird. In diesem Falle nennen wir die Differenzierbarkeitsstruktur von V” ‚ die dureh 
die Forderung der Differenzierbarkeit von x eindeutig bestimmt ist, die Quotienten- 
mannigfaltigkeit der geblätterten Struktur ®. — Existiert die Quotientenmannigfaltigkeit 


V” von ®, so gelten folgende einfachen Hilfssätze: 

Hilfssatz 1. Ist {x,,..., 2} ein Koordinatensystem einer Umgebung von p = np, 
so gibt es ein Koordinatensystem {x,,...,&y} einer Umgebung U von p mit 

(3, 1) u =(Üuer), u=1,...M. 

Dieser Hilfssatz ist eine unmittelbare Folge aus der Definition der geblätterten 
Struktur. 

Hilfssatz 2. Die Abbildung n„: T(V) — T(V) ist eine Surjektion. 

Dieser Hilfssatz wird durch den folgenden mitbewiesen: 

Hilfssatz 3. /st X ein Tangentialfeld auf V”, so gibt es zu jedem p € V” eine Um- 
gebung U von p und ein Tangentialfeld X auf U, so daß für alle gE U gilt 

(3, 2) x X, Erg X. 

Beweis: Sei {X,, ..., Zy} ein Koordinatensystem einer Umgebung des Punktes 
rap von V”, dann gibt es nach Hilfssatz 1 ein Koordinatensystem {x,, ...., 2y} einer 
Umgebung von p, so daß dort die Gleichungen (3, 1) gelten. Ist nun dz,(X) =c,, 
a=1,..., M, so wählen wir ein Tangentialfeld X in einer Umgebung von p mit 
dz,(X) =c„ ern, u=41,...M, de, (X)=0, W"=M+41,...N. Dann ist 
AXung(2y X) = dr, om) (X,) = dzulX,) = (Cu 07), = Azung (And), a =1,..., M. Hier- 
aus folgt (3, 2). 

Sei jetzt « eine Differentialform auf V” vom Grade r und vom Range M. Das 
charakteristische Vektorraumfeld Zenir « von « sei integrabel. Im folgenden werde stets 
vorausgesetzt, daß die Quotientenmannigfaltigkeit V” der charakteristischen geblätterten 
Struktur von « existiere. V” heiße die charakteristische Quotientenmannigfaltigkeit von a. 
Ist x wieder die kanonische Abbildung von V*” auf V”, so gilt folgender 


Hilfssatz 4. Es ist für alle p€ V" 

(3, 3) Kern n,, = Zenir &,, 

d. h. n, bildet das Tangential X, dann und nur dann auf das Nulltangential ab, wenn X, 
ein Tangential an die durch p gehende Charakteristk ist. 

Beweis: Sei {z,,. . ., &y,} ein Koordinatensystem einer Umgebung von rap. Dann 
ist 74, X, = 0 mit dz,(ny4,»X,) = 0, u=1,..., M äquivalent, und X, € Kern «, ist mit 
d(z,er)X,=0,u=1,...,M äquivalent. Aus dr, (n,,X,) = d(z,en)X„u=1,...,M 
folgt die Behauptung (3, 3). 

Satz 3. (Hauptsatz über die charakteristische geblätterte Struktur einer r-Form «.) Auf 
der charakteristischen Quotientenmannigfaltigkeit V” der Differentialform « gibt es dann und 
nur dann eine Differentialform & mit 

(3, 4) a=n*a, 


wenn E,(«) gilt. 
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Beweis: E,(«) ist äquivalent mit E,,(«) für alle p€ VY. Da zu jedem X) € 7,(V) 
ein Tangentialfeld X einer Umgebung von p mit der Eigenschaft existiert, daß aus 
ng, = ng, Stets n,X, = n,X,, folgt und daß X, = X7 gilt, ist E,(x) auch äquivalent 
mit folgender Bedingung: 

E,(«): Für alle Umgebungen U aus V” und für alle Tangentialfelder X,,o = 0,..., r 
auf U, für die aus ng, = ng; folgt n,X, = n,X,, gilt: 

Ist X, ein Schnitt von V” in Zenitr «, so ist d«(X,-..,X,) = 0. 


Seien nun X,,..., X, Tangentialfelder auf V”, und sei p € V”. Wir betrachten die 
Menge M aller Funktionen der Gestalt «(X,,..., X): U—>R, wobei U eine Um- 
gebung aus V* ist, X,,..., X, auf U definierte Tangentialfelder sind und für alle g€ U 
die Gleichungen 


(3, 5) 2, Ay = oh oe =1,..,r 
gelten. Nach Hilfssatz 3 gibt es zu jedem p € V” eine Umgebung U von p und eine 


Funktion auf U, die zu ® gehört. Seien nun «(X,,.. ., X,), «(X},..., X) aus M, und U 
bzw. U’ ihre Definitionsbereiche. Hat man dann schon bewiesen, daß 


X... A) — Au. X) = aA A Ay A) — aA A) 
gilt, so folgt aus der Linearität von « an der (o + 1)-ten Stelle, der Schiefsymmetrie von & 
und der Tatsache, daß X,,, — X/,, ein Schnitt von V” in Zentr « ist, die Gleichung 

AX.,.., A) — a8, 8) = ad: - Kay Asım on A) — alX on Ar). 
Man erhält also für o =r die Gleichung 
(3, 6) a(X,, ..n. X)orr = a(X,, ..n. X,)urv- 
Die Funktionen der Menge M definieren daher eine einzige Funktion auf V‘“, die wir 
mit &(X,,..., X,) bezeichnen. 


Jetzt ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung &(X,,. . ., X,) längs den Charak- 
teristiken von & konstant ist. Dies ist wegen des Zusammenhangs der Charakteristiken 
genau dann der Fall, wenn alle Funktionen aus M längs den Charakteristiken lokal- 
konstant sind. Sei also «(X,,..., X,) EM, und X, ein Schnitt von V” in Zentr «. Dann 
ist festzustellen, unter welcher Bedingung d(x(X,,..., X,)) X, = 0 gilt. 

Hierzu beachten wir zunächst folgendes: Sind Y, Z bzw. Y, Z zwei Tangentialfelder 
auf VY bzw. V”, und gilt für alle p € V” 


"4 Yo = Yapı NgZp = Zip, 
so gilt auch für alle p 
,[Y, 2), = [Y, Zi» 
(C. Chevalley [5], Seite 85). Aus dieser Behauptung folgt mit Hilfe von (3,3), daß 


(X, X,),e=4,...,r Schnitte von V” in Zentr « sind. Aus (2,1) folgt weiter die 
Gleichung 


| 1 
(3,7) dlKy u X) = Ua Kr e Kr)) Ko: 


Diese Gleichung besagt, daß HEs.. X,) dann und nur dann längs den Charakteristiken 
von «& konstant ist, wenn E,(«) gilt. 


Journal für Mathematik. Bd. 204. Hett 1/4 19 
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Sei nun “X, ...,X,) längs den Charakteristiken von « konstant! Dann gibt es 
eine Funktion &(X,,..., X,) auf V“, die der Gleichung 


(3, 8) Win. X) =alXn.-.,X,) or 


genügt. Es ist leicht, zu zeigen, daß & eine Differentialform auf V“ ist: Für differenzier- 
bares f: VY——R gilt 


FA An Komm alfK, An AnmallomXn. 
=a(X,, ... X,) (f on) =a(X, ... X,) (f en) = («(X,, ... X,) f) on, 


woraus 


X, Kn K)=aldn Kl 
folgt. Die Gleichung 


(X, + Y, X, | X,) x &(X, ... X,) + «(Y,, X, 9 X) 


wird entsprechend bewiesen. Ebenso die Schiefsymmetrie von «. Aus der Schiefsymmetrie 
und der Linearität von « an der ersten Stelle folgt die Multilinearität von «. Die Gleichung 
(3,4) folgt endlich aus (3, 8) und der Definition von &. Wir haben damit gezeigt: Ist 
E,(«) erfüllt, so gibt es ein «, das der Bedingung (3, 4) genügt. 

Gibt es umgekehrt ein solches «, so sind die Funktionen der Menge M längs den 
Charakteristiken von & konstant. Aus dem weiter oben bewiesenen folgt dann, daß 


E,(«) erfüllt ist. 


Zusatz 1. Die Differentialform « auf V* hat den Rang M. 
„Beweis: Sei Z € Kern x, und n,X, = En Dann gilt für alle X,,..., X, € T,(V) 


a(X, ,..,%)= aX,n 14 X,,...,724X5) = 0, also ist X, € Zentr «,. Aus (3, 3) folgt 
= iz 


Zusatz 2. Die Differentialform & auf V“ ist durch die Bedingung (3,4) eindeutig 
bestimmt. 
Beweis: Triviale Folge aus Hilfssatz 2! 


$ 4. Theorie der Integralmannigfaltigkeiten und Anfangswertproblem. 


Sei « eine Differentialform r-ten Grades auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit V”. 
Eine Untermannigfaltigkeit ı:: W — V heißt Integralmannigfaltigkeit von « (i. S. von 
E. Kähler [6]), wenn ı*«=0 ist. Aus der Definition von ı* folgt sofort, daß W dann 
und nur dann Integralmannigfaltigkeit von « ist, wenn für alle X},..., X, € 7,(W) gilt 
&(14 X}, ...,14X5) = 0. Hieraus und aus der Schiefsymmetrie von « folgt sofort, daß 
jede Untermannigfaltigkeit von V”, deren Dimension kleiner als der Grad von « ist, eine 
Integralmannigfaltigkeit von « ist. 

Satz 4. Ist W” eine Integralmannigfaltigkeit von «, und ist M = Max (Rang «,), so ist 


vEeW 


r—1i 


(4,4) ( “)+2s(,,)+0—M. 


Dieser Satz ist rein algebraischer Natur. Zum Beweise benötigt man folgenden 
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Hilissatz 5. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum, ß : E'"'—> E* sei eine 
(r — 1)-lineare und schiefsymmetrische Abbildung. Ist dann F ein Unterraum von E, so 
daß für alle f,....frEF güt 


(4, 2) Bil.» fr-ı) fr =(, 


so ist 


(4, 3) ag F Dim E 


)+2Dimrs(,",) + Dim E— Rang ß. 


r—1 r—ı 
Beweis: Seien A E und AF die (r— 1)-ten äußeren Potenzen von E und F. Nach 


r-ı 
Bourbaki [2] gibt es eine multilineare Abbildung u: E"'—>AE und eine lineare 


r—ı1 
Abbildung A:AE— E* mit =Aoyu und ulg, -- „8r-ı) =8ıA'""ABgr-ı für alle 
r—ı :. 
(&1 8-1) €E’'. Hieraus und aus DimAE = ag folgt 


(4, 4) Rang ß = r 555 ) — DimKern 1. 


r-ı r-—1ı 
Da F und E Basen besitzen, kann A Fin A E nach Bourbaki [2] in kanonischer Weise ein- 


r—1ı 
gebettet werden. Daraus folgt leicht ß(F’=') = A(A F). Beachtet man, daß (4, 2) mit 
r—ı r—1 ; 
F< Annullator B(F’ =") = Annullator A(A F) äquivalent ist, so folgt aus DimAF= Baer! 
(4,4) und bekannten Gleichungen der linearen Algebra leicht: 


r—1ı r—ı r—ı 
Dim F < DimAnnullator AN F = Dim E— (Dim A F— Dim (A Fr Kern })) 
a A 
< Dim E— Dim (N F)— DimKern A = Dim E— Fr Fee — Rang ß. 


Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen. 

Beweis von Satz 4: Ist p€ W", so setzen wir F=ı,7T,(W,E=[T,(V) und 
ß = x(a,), wobei x die durch (1,5) definierte Abbildung ist. Da W” Integralmannig- 
faltigkeit ist, gilt (4, 2). Aus (4,3) folgt sofort L + (, 4 ‚) <N+ (, = ‚) Bing, 
für alle p € W”. Daraus folgt (4, 1). 


Wir nehmen jetzt an, « habe den Rang M, und das charakteristische Vektorraum- 
feld Zentr « sei integrabel. Dann gilt der 


Satz 5. Die Charakteristiken von & sind Integralmannigfaltigkeiten von «. 

Beweis: Seie:: W—> V eine Charakteristik von « und p€ W. Für alle X,€ T,(W) 
gilt ı„X,€Zenir «,. Sind also X},..., X "ET,(W), so gilt stets 

alt X... 0 KH) m nal X. KU 0, 
woraus der Satz folgt. 

Satz 6. Ist L die größte ganze Zahl, die der Bedingung (4,1) genügt, und ist B" eine 
Integralmannigfaltigkeit von «, so gibt es eine geblätterte Struktur auf B”, deren Blätter 
offene Teilmannigfaltigkeiten der Charakteristiken von « sind. 

Beweis: Sei ı: BB —> V” die Injektion. Aus den Eigenschaften des Zentrums von 
@, und aus der Tatsache, daß B” Integralmannigfaltigkeit von « ist, folgt: Ist E, der 
kleinste Unterraum von 7,(V), der Zenir «, und «,7,(B) umfaßt, so gilt für alle 
X, yo, 

a(X,,..,.%)=0. 
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Da L die größte der Bedingung (4, 1) genügende ganze Zahl ist, ist Dim E, SL und 
folglich Zentr x, < ı, T,(B). Es gibt also ein Vektorraumfeld I’ auf B” mit ı,T', = Zentr «, 
für alle p. Aus der Integrabilität von Zentr « folgt die Integrabilität von I’ und die Be- 
hauptung des Satzes. 


Eine triviale Folge aus Satz 6 ist der 
Satz 7. Haben zwei maximaldimensionale Integralmannigfaltigkeiten von & einen 


Punkt gemeinsam, so enthält ihr Durchschnitt eine offene Teilmannigfaltigkeit der durch 
diesen Punkt gehenden Charakteristik von «a. 


Im folgenden werde stets vorausgesetzt, daß die charakteristische Quotienten- 


mannigfaltigkeit V” von « existiert. n: V’Y—> V” sei die kanonische Abbildung. Ferner 
werde vorausgesetzt, daß E,(«) erfüllt ist. Dann sei x die nach Satz 3 existierende 


Differentialform auf V”, die der Bedingung (3, 4) genügt. 

Satz 8. Das Urbild einer L-dimensionalen Integralmannigfaltigkeit A" von « vermöge 
rn ist eine (L + (N — M))-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von «. 

Beweis: Der Beweis zerfällt in zwei Teile: 

4. Ist A” eine Untermannigfaliigkeit von V”, so ist das Urbild 
HA") = {p |ap € A?) 
eine (L + (N — M))-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V”. — Zum Beweis dieser 
Behauptung verweise ich auf M. Breuer [3], S. 59. 

2. Ist A? eine Integralmannigfaltigkeit von «, so ist zu zeigen, daß die Untermannig- 
faltigkeit Al+@-M _ 4(Al) eine Integralmannigfaltigkeit von « ist. Hierzu seien 
ı:ÄA> V, ı:A- V die Injektionen, und x: Ä>A sei die von x induzierte Abbildung. 
Ausroı=ıon und (1, 16) folgt 

(4, 5) nr ot =ıi*ron*. 

Aus (4,5) und (3, 4) folgt mit Hilfe von ı*x = 0 
*a = (if on*)a = (n* oı*)x = n*(0) = 0. 

Satz 9. Sei A eine Integralmannigfaltigkeit von «, die folgenden Bedingungen genügt: 

i) n(A) = A ist Untermannigjaltigkeit von V”. 

ii) Ist n die von n induzierte Abbildung von A auf A, so ist n„: T(A)>T (A) eine 

Surjektion. 
Dann ist A eine Integralmannigfaltigkeit von «. 

Beweis: Seien ı, ı die Injektionen von A bzw. Ain V bzw. V. Wegen (4, 5) gilt dann 
a*(i*&) = 0. Sind nun X},..., X € 7,(A) und p€ A, X,,..., X,€ 7,(A) so bestimmt, 
daß p=ap und $=n,X,o=1,...,r gilt, so ist 

0= (arlirz))(X,.., X) = Walk... X), 
woraus ı*x = 0 folgt. 


Satz 10. Sei AU -M eine I ntegralmannigfaltigkeit von & mit folgenden Eigenschaften: 


i) n(A) =A ist Untermannigfaltigkeit von V”. 
ii) AUTN-M verläuft transversal zur charakteristischen geblätterten Struktur von «, 
d.h. ist 1: AU Mm __, VN die Injektion, so ist für alle p € A 


(4, 6) Kern any, n Bild ı,, = {0}. 
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Dann ist A = #(nA) eine L-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von «. 


Beweis: Sei 1: A> V die Injektion und x:A>A die Beschränkung von x auf A. 
Dann gilt 

(4,7) TC ol =, ON. 
Hierbei sind ı,, 4 Injektionen, und r, ist eine Surjektion. Aus Dim7,(A) > Dim T (A) 
folgt leicht, daß x, wieder eine Surjektion ist und Dim A = Dim A ist. Nach Satz 9 ist 
A"-(N-M Integralmannigfaltigkeit von @; nach Satz 8 ist #(A) = A” Integralmannig- 
faltigkeit von «. 

Sei jetzt L die größte ganze Zahl, die der Bedingung (4, 1) genügt. Dann lautet 
das Cauchysche Anfangswertproblem für die Differentialform « vom Range M folgender- 


maßen: Gegeben ist eine (L— (N — M))-dimensionale Integralmannigfaltigkeit A von «, 
die sogenannte Anfangsmannigfaltigkeit; gesucht ist eine L-dimensionale Integralmannig- 


faltigkeit A von «, welche A enthält. 
Satz 10 gibt die Bedingungen für die Lösbarkeit dieses Problems. Die in Satz 10 


angegebene Mannigfaltigkeit A ist eine Lösung. Die Sätze 6 und 7 können als lokale 
Eindeutigkeitssätze für die Lösung des Anfangswertproblems angesehen werden. 


$ 5. Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Wir untersuchen jetzt, welche Beziehungen zwischen den Differentialformen zweiten 
Grades bzw. deren Integralmannigfaltigkeiten und den partiellen Differentialgleichungs- 
systemen erster Ordnung bzw. deren Lösungen i. 5. von S. Lie bestehen. 


Hierzu sei R?” der 2n-dimensionale Raum aller 2n-Tupel a,,..., an). Ferner 
sei z;: R® —>R die i-te Projektion, d.h. für alle <a,,.. ., a9) € R?* gilt 

(5, 1) %a,... An) = M;. 
Wir machen den R?" zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, indem wir (x,, . . ., &gn) 
zu einem Koordinatensystem erklären. Die Differentialform « auf R?" sei durch 

(5, 2) “ = dan;ırada, ++ damada, 


definiert. 
Die Grundaufgabe der Theorie der partiellen Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung 
i.S. von $S. Lie kann man wie folgt definieren: 


Seien F,=Ff(2,,.:,2) #a=1,...m auf dem R?* definierte reellwertige 
Funktionen. Dann sind differenzierbare Untermannigfaltigkeiten ı,: W' — R?" mit 
folgenden Eigenschaften gesucht: Ist 

(5, 3) em mhlsn sel, .. 20 
eine (lokale) Parameterdarstellung von W!, so gilt: 

i) Die Differentialform 

(5, 4) Enrıdk, ++ EsndE, 
ist geschlossen. 


ü) Es gelten die Gleichungen 
(5, 5) Film En) =0, a=1,... 
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Erfüllt W' die Bedingungen i) und ii), so heißt W' eine Lösungsmannigfaltigkeit des 
‚partiellen Differentialgleichungssystems (5, 5) i. S. von S. Lie. 

Die Bedingung i) ist äquivalent mit der folgenden: 

i‘) W' ist Integralmannigfaltigkeit von «. 

Beweis: Es ist 

Uenzıdöı ++ End) = dl(&a+ı otw)Alz om) + "+ (Zn 0 ty) dlan © Lw)) 
= d(ty(a,,1d2, ++ 2.d2,)) = ıwld(z,,,de, ++ 2.d2,)) = ıya?). 

Also ist die Differentialform (5, 4) dann und nur dann geschlossen, wenn ı%,& = 0 ist. 

Wir setzen jetzt voraus, daß die Punktmenge 

(5, 6) {a|F,g=0, u=4,...,m} 
zu einer differenzierbaren (2n — m)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit V?"-” von 
R?* gemacht werden kann. Dann ist die Bedingung ii) äquivalent mit der folgenden: 

ii’) W* ist Untermannigfaltigkeit von V?r-", 

Die Bedingungen i’ und ii’ lassen sich mühelos zu einer einzigen zusammenfassen. 
Hierzu seien ı,: V?*-" — R?* und ı: W! —> V?r-” die Injektionen. Dann ist 

(5, 7) iy=wyeı. 
Ist daher die Differentialform « auf V?"-” durch 

(5. 8) a=ı$a 
definiert, so folgt aus (5, 7) und (1, 16) sofort 

(5, 9) kam ıra. 

Es gilt also folgender 


Satz 11. Unter der Voraussetzung, daß die Punktmenge (5,6) zu einer differenzier- 
baren Untermannigfaltigkeit V?"-” von R?* gemacht werden kann, ist W'! dann und nur 
dann eine Lösungsmannigfaltigkeit des partiellen Differentialgleichungssystems (5, 5) i. 5. 
von S. Lie, wenn W" Integralmannigfaltigkeit von « ist. 

Von besonderem Interesse sind in der Theorie der partiellen Differentialgleichungs- 
systeme die n-dimensionalen Lösungsmannigfaltigkeiten, zu denen u. a. auch die Lösungs- 
funktionen Anlaß geben. Damit solche existieren, sind gewisse Bedingungen notwendig. 


Satz 12. Geht durch jeden Punkt von V?"-” eine n-dimensionale Integralmannig- 
faltigkeit von «, so hat « überall den Rang 2(n — m)®). 
Beweis: 1) Aus Satz 4 folgt für den Fall r = 2 sofort für alle p € V 


Rang Ta E= zn —m—(1)—n = 2(n— m). 


2) Es bleibt noch zu zeigen, daß für alle p€ V 
(5, 10) Rang x, = 2(n — m) 


?) Ist 9:W-—V eine differenzierbare Abbildung und d der Operator der äußeren Ableitung, so ist 
9*od= doy* (C. Chevalley [ö], S. 152). 
#) Die Bedi dieses Satzes ist äquivalent mit der aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungs- 
systeme 1. Ordnung bekannten Bedingung, daß die Po’ssonschen Klammerprodukte 
_ Z[PF OP, _ Ru ar, 
Wer) = 2 kiın Fein =) 
längs W! verschwinden (C. Caratheodory [4], S. 66). 
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gilt. Dabei ist natürlich auszunutzen, daß « = ı5x und Rang « =2n gilt. Zunächst ist 
(5, 10) äquivalent mit 


(5, 11) DimZenitr «, <m. 


Ist nun X, € Zentr «,, so ist für alle Y,€ 7,(V) 
0=a,(X,Y,) = &,lip AntipY,) = ((%, © lyı) X,) (mY),)- 


Daraus folgt 
(5, 12) (#&, © ip.) Zentr a, < Annullator ı T,(V). 
Da x&, den Rang 2n hat und ı,. injektiv ist, ist 
(5, 13) DimZentr «, = Dim (x&, © 1y.) Zentr a,. 
Aus (5. 12) und (5, 13) folgt (5, 11) durch folgende leichte Abschätzung: 


DimZenir «, S DimAnnullator ı,. T,(V) = 2n — Dim 1. T,(V) 
= 2n — Dim T,(V) =2n — (2n— m) = m. 


Satz 12 besagt insbesondere, daß der Rang von « konstant sein muß, falls durch 
jeden Punkt von V?*-” wenigstens eine n-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von « 
geht. Die Grundaufgabe der Theorie der partiellen Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung 
i. S. von S. Lie ist damit im wesentlichen auf die Bestimmung der Integralmannigfaltigkeiten 
von Differentialformen 2. Grades von konstantem Rang zurückgeführt. Diese Aufgabe wurde 
schon im vorigen Paragraphen für Differentialformen beliebigen Grades von konstantem 
Rang behandelt. Das Cauchysche Anfangswertproblem für partielle Differentialgleichungs- 
systeme 1. Ordnung lautet: 

Gegeben ist eine Untermannigfaltigkeit V?"-” von R?”. Ferner ist eine Integral- 
mannigfaltigkeit A"-” von & gegeben, welche in V?*-” enthalten ist. Dann ist eine 
n-dimensionale Integralinannigfaltigkeit A” gesucht mit 


Ar-mo Arc Vir-m, 
Nach Satz 12 kann man dieses Problem sofort in folgendes Problem übersetzen: Gegeben 
ist eine Integralmannigfaltigkeit A"-” von «; gesucht ist eine n-dimensionale Integral- 
mannigfaltigkeit Ar von «, die Ar-” enthält. 
Damit ist das Cauchysche Anfangswertproblem für partielle Differentialgleichungs- 
systeme 4. Ordnung auf das im vorigen Paragraphen behandelte Anfangswertproblem 
reduziert. 
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Über Fundamentalpolynome. 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 
Von Otto Endler in Bonn. 


Einleitung. 


Zu gegebenem Körper K und gegebener endlicher Gruppe ® betrachten wir 
Fundamentalpolynome, d.h. Polynome F* über einem geeigneten Oberring /* von K 
derart, daß zu jeder galoisschen Erweiterung N | X mit zu ® isomorpher Galoisgruppe 
ein K-Homomorphismus A von /* auf K existiert, der F* in ein Galoispolynom für 
N | K überführt. 

Zum Beispiel ist das allgemeine Binom X" —s (s transzendent über Ä) ein zur 
zyklischen Gruppe 3. der Ordnung n gehöriges Fundamentalpolynom, sofern Ä gewissen 
Voraussetzungen über Charakteristik und n-te Einheitswurzeln genügt. Im Falle eines 
Körpers K der Charakteristik p + 0 ist das von Artin und Schreier gefundene allgemeine 
Trinom X’— X—s ein Fundamentalpolynom für die Gruppe 3,. Schließlich hat 
F. Klein mit Hilfe der Ikosaedergruppe ein zur alternierenden Gruppe A gehöriges 
Fundamentalpolynom F(X; s) konstruiert, das allerdings die obengenannten Forderungen 
nicht ausnahmslos erfüllt: es existieren (bei geeigneter Wahl des Körpers K) galoissche 
Erweiterungen N | K mit zu X isomorpher Galoisgruppe, für die es kein Galoispolynom 
von der Form F(X;.a) (a€ K) gibt. Immerhin läßt sich dieser Mangel stets durch die 
Adjunktion einer geeigneten quadratischen ‚akzessorischen Irrationalität‘‘ beheben: es 
gibt stets ein a€E K derart, daß F(X; Va) ein Galoispolynom für N(Ya) | K(Ya) wird. 

Herr Krull hat gezeigt, wie man zu einer beliebigen endlichen linearen oder pro- 
jektiven Gruppe Fundamentalpolynome konstruieren kann. Die vorliegende Arbeit ver- 
allgemeinert dieses Verfahren auf endliche Gruppen 9) von Cremona-Operatoren (d.h. 
„umkehrbaren‘“ k-Tupeln y= (y,,...,%) von über K algebraisch-unabhängigen 
rationalen Funktionen %,,...,% € K(X,...X,)). Sind b,...d,€K so gewählt, 
daß die Summen 2, -;-,b;' Y; (yE€ 9) paarweise verschieden sind!), so ist das Polynom 


FF} = Iyeg( X — 2, siskdilte - - „B)- b;) 


ein zu K und 9) gehöriges Fundamentalpolynom in dem folgenden Sinne. Es sei E(K, 9) 
die Menge derjenigen über K galoisschen Oberkörper N mit zu Q) isomorpher Galois- 
gruppe G, für die ein primitiver Galoisvektor existiert, d.h. ein k-Tupel y = (y,,..., yı) 
über N derart, daß N = K(y,;. . ., yı) ist und 


(oy1, u oyı) sm (Yyılyı, ... Ya); 2 YılYı, ne Yı)) (o €G) 


für einen Antiisomorphismus Y:0o—>y (a €G) von G auf 9) gilt; y wird dann genauer 
als Y-Vektor bezeichnet. Ferner sei K* der Invariantenkörper der durch 9) definierten 


!) Wenn K unendlich ist, gibt es stets ein (sogar unendlich viele) k-Tupel b der gewünschten Art. 
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K -Automorphismengruppe G* von N* = Kft,,.. .,tı), J* die ganz-abgeschlossene Hülle 
des Ringes J = Kf[o*t,|o*€G*, 1<isk] in N* und /* = J*„K*. Dann ist 
F#€ I*[X] ein Galoispolynom für N*| K*, und zu jedem N€E(K,®) existiert ein 
K-Homomorphismus A von /* auf K derart, daß AF% (für geeignetes b) ein Galoispolynom 
für N| K wird. Die genannten Homomorphismen A können zur Kennzeichnung der 
Körper N € E(K, 9) verwendet werden; in der Tat, die (von der Wahl des Fortsetzungs- 
homomorphismus A’ unabhängige) Zuordnung A>4'J* bildet die (in $3 genauer 
definierte) Homomorphismenmenge H(K, 9) auf E(K, 9) ab. Unter gewissen Voraus- 
setzungen läßt sich schließlich zeigen, daß diese Mengen nicht leer sind ?). 

Daß E(K, 9) im allgemeinen nicht alle über K galoisschen Oberkörper N von K 
mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe enthält, hat Krull schon für den Fall projektiver 
Gruppen gezeigt; immerhin läßt sich in diesem Falle die Existenz eines primitiven 
Galoisvektors stets durch eine geeignete Grundkörpererweiterung (Adjunktion der 
charakteristischen Wurzeln einer „Kleinscheun Matrix‘) erzwingen. Die Frage, ob dies 
auch im Falle beliebiger Gruppen von Cremona-Operatoren möglich ist, müssen wir 
offenlassen; jedenfalls sehen wir keinen Weg, die Klein-Krullschen Ergebnisse zu ver- 
allgemeinern. 

Die Arbeit gliedert sich in sechs Paragraphen. In $ 1 werden, ausgehend von einer 
endlichen Gruppe G* von K-Automorphismen von N*, die Unterringe Ri J* von N* 
und die Unterringe T, I* von K* diskutiert. $2 enthält elementare Aussagen über 
Cremona-Operatoren und deren Anwendung auf Vektoren aus beliebigen Oberkörpern L 
von K. Nach diesen vorbereitenden Ausführungen bringt $ 3 die Hauptresultate über 
die Beziehung zwischen den Körpern N€EE(K,9) und den K-Homomorphismen 
A€H(K,9), die schließlich im Kennzeichnungssatz zusammengefaßt werden. Das 
Existenzproblem wird unter der Voraussetzung gelöst, daß Ä* | X rein-transzendent ist 
und über X der Hilbertsche Irreduzibilitätssatz gilt. 

In $$ 4—5 werden der Vollständigkeit halber die Krullschen Ergebnisse über lineare 
und projektive Gruppen (ohne Beweis) wiedergegeben und insbesondere die Verein- 
fachungen angemerkt, die sich gegenüber dem in $ 3 behandelten Allgemeinfall ergeben. 

Schließlich zeigt $6 am Beispiel der Wittschen Gruppe ®, daß es interessante 
Gruppen von Cremona-Operatoren gibt, die weder linear noch projektiv sind. Hierbei 
ist W, über einem beliebigen Körper der Charakteristik p + 0, als die durch den Operator 


w=(X,:.,X) # (1,0,...,0) 


erzeugte Gruppe der Ordnung p* definiert, wobei + die Addition der Wittschen Vektoren 
bezeichnet. Auf Grund eines von Witt bewiesenen Satzes lassen sich hier der Ring /* 
und die Mengen E(K,®) und H(K,®) explizit bestimmen. 


$ 1. Fundamentalerweiterung und Fundamentalpolynome. 


Es sei K ein beliebiger Körper und N* = K(t,,...,t) mit über K algebraisch- 
unabhängigen t,,...,i;; ferner sei G* eine Gruppe von K-Automorphismen von N*, 


2) Man beachte, daß die Fundamentalpolynome Fi, ebenso wie die Ringe /*, J*, K* und die Mengen 
E(K, 9) und H(K, 9), von der konkreten Gruppe 9) und nicht nur vom Gruppentyp (d. h. der Isomorphieklasse) 
von 9) abhängen. Eine abstrakte Gruppe ® kann natürlich auf verschiedene Weisen „kenkretisiert‘‘, d. h. durch 
eine Gruppe 9) von Cremona-Operatoren dargestellt werden. Z. B. kann man stets eine zu 9) isomorphe lineare 
Gruppe finden; man wird jedoch oft die Darstellung von ® durch eine allgemeinere Gruppe 9) ven kleinerem 
Grad k vorziehen. 
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n die Ordnung von G* und X* der Invariantenkörper von G*. Dann ist bekanntlich 
N* | K* galoissch mit der Galoisgruppe G*; im Hinblick auf ihre Bedeutung in $ 3 wollen 
wir diese Erweiterung als die zu G* gehörige Fundamentalerweiterung bezeichnen. 

Bei fester Transzendenzbasis ?,, . . ., ix sind die folgenden Unterringe von N* und K* 
ausgezeichnet. Zunächst ist J= Klo*t, |o*€G, 1siskl] der kleinste den Polynom- 
ring K{t,,...,t;] enthaltende unter G* invariante Unterring von N*. Er hat, ebenso 
wie seine ganz-abgeschlossene Hülle J* in N*, den Körper N* zum Quotientenkörper. 
Der Durchschnittsring /* = J* n K* ist ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkörper K*. 
Einen weiteren wichtigen Unterring von K* erhalten wir durch die folgenden Betrach- 


tungen. 

Zunächst vereinbaren wir die folgenden Bezeichnungen: V(K) bezeichne die Menge 
aller „Vektoren“, d.h. k-Tupel a= (a,,...,a,) mit Elementen a,€ K, a:-b bezeichne 
das skalare Produkt 2, .;.,%'b;€ K; ferner übertragen wir alle in Ä definierten 
Abbildungen « komponentenweise auf V(K), schreiben also ua = (un,,.. ., 4a). — 
Wir betrachten nun das mit Unbestimmten u,,..., u, gebildete Polynom 


Ft = Ice» (X — (o*t) u); 


dieses ist ersichtlich ein Galoispolynom für N*(u,,..., u) | K*(u,,...,u,) und soll das 
zu G* gehörige allgemeine Fundamentalpolynom heißen. Das mit einem Vektor b€E V(K) 
an Stelle von u gebildete Polynom F% soll ein zu G* gehöriges (spezielles) Fundamental- 
polynom heißen, wenn b eine der folgenden ersichtlich gleichwertigen Bedingungen erfüllt: 


a) F# ist separabel (d.h., hat nur einfache Nullstellen); 
b) Fi ist irreduzibel in K* [X]; 
c) F$ ist ein Galoispolynom für N* | K*. 
In diesem Falle wollen wir den Vektor b€ V(K) G*-zulässig nennen. 


Es bezeichne V„ die Menge aller Monome in u,,... ., % vom Grad m; dann läßt 
sich das allgemeine Fundamentalpolynom in der Form 


FE bt Zosm PER r (Z,ev„f n v) 


schreiben, wobei die f, eindeutig bestimmte Elemente aus J sind. Über den durch die fr 
erzeugten Ring I=K [f, |v E Uncms n Ym]) beweisen wir nun: 
(1.1) a) /* bzw. J* ist die ganz-abgeschlossene Hülle von I in K* bzw. N*. 
b) I* und J* sind endliche I-Moduln. 
c) K* ist der Quotientenkörper von I, falls K unendlich ist. 
Beweis. a) Ersichtlich it /< Ja K*< I*. — Jedes o*t, ist Nullstelle von 
Fr, € T{X] (wobei day= (&,1 +: &,); 1 SiS k, 0* €G), also ist J, und damit auch 
J* und /*, von J ganz-abhängig. Da /* und J* ganz-abgeschlossen in ihren Quotienten- 
körpern sind, folgt daraus die Behauptung. — 
b) folgt aus der Tatsache, daß T über K endlich erzeugt ist und N* und X* end- 
liche Erweiterungen des Quotientenkörpers K von I sind. — 
c) Wenn K unendlich ist, gibt es k linear-unabhängige G*-zulässige Vektoren 
Days «++ Ba Ersichtlich ist N* = K(t- Bay... t°by), und da alle t-b,, über K 
separabel sind, ist auch N* | X separabel, also N* = K(t-d), wobei d= 2,.,.,4'b; 
für geeignete a,,...,a,€ K gilt. Da t -d eine Nullstelle des Polynoms F# ist, gilt 
[N*: Kl <n=[N*: K*], also K= K*. 
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$ 2. Endliche Gruppen von Cremona-Operatoren. 


Die K-Automorphismen des Körpers N* = K(t,,...,t) können durch Cremona- 
Operatoren beschrieben werden, wie im folgenden ausgeführt werden soll. 


Wir bezeichnen mit e das k-Tupel (X,,..., X,) von (für die folgenden Betrach- 
tungen fest gewählten) Unbestimmten X,,..., X,, und betrachten die Menge aller 
über K algebraisch-unabhängigen k-Tupel y = (yı,: - 9) € V(K(X,,..., X,)). Diese 
Menge bildet ein Monoid, mit dem Einselement e, in bezug auf die durch 


y'z=(Yılz),...,y:(2)) 


definierte Multiplikation. Die Einheiten dieses Monoids bilden eine Gruppe C(K) und 
heißen Cremona-Operatoren über K (vom Grad k). 


Die Cremona-Operatoren y € C(K) entsprechen, bei gegebener Transzendenzbasis 
ty. 6&, eimeindeutig den K-Automorphismen o* von N* vermittels der Beziehung 


o*t; = Yıltı, ... t,) (1 = i <s k), 


und zwar definiert diese Relation einen Antiisomorphismus », von der Gruppe aller 
K-Automorphismen von N* auf die Gruppe C(K). Da wir die Transzendenzbasis nicht 
wechseln, können wir die durch », definierte Zuordnung einfach durch o* <> y andeuten, 
und für einander entsprechende Gruppen G*<—>) schreiben. Ferner können wir dann 
in den Definitionen von $ 1 die Worte „zu G* gehörig‘‘ durch ‚‚zu 9) gehörig‘‘ ersetzen 
und von „-zulässigen“ statt von „G*-zulässigen“ Vektoren sprechen. Schließlich können 
wir den in $1 definierten Ring J in der Form J = Klyilt,..„wW|A Si<Sk,y€9] 
schreiben; er ist ersichtlich in dem Quotientenring Jy = Kl[t,,..., tulsy enthalten, 
wobei Sy, das durch die „Nenner“ aller y€ 9) erzeugte multiplikative System bedeute. 
Hierbei bezeichnen wir als Nenner von y das (bis auf einen Faktor aus K’ eindeutig 
bestimmte) Polynom Y, derart, daß „= Y,-Ys' (1 si<sk) ist und die Polynome 
Yo: - -, Yz keinen gemeinsamen Teiler in X[X,,..., X,] besitzen. 


Da J* ganz-abhängig von J und J, ganz-abgeschlossen ist, gilt sogar J*< Jy. 


Gegenüber den K-Automorphismen o* von N haben die ihnen entsprechenden 
Cremona-Operatoren y den Vorteil, daß sie sich auch auf Vektoren über beliebigen Ober- 
körpern L von K anwenden lassen, genauer gesagt, auf diejenigen « = («,, . . ., &,) € V(L), 
die den Nenner von y nicht annullieren; die übrigen Vektoren über Z müssen als ‚‚singulär‘ 
von der Betrachtung ausgeschlossen werden. Bei gegebener endlicher Untergruppe 9 
von C(K) wollen wir sogar nur diejenigen « € V(ZL) betrachten, deren sämtliche mit 9 
Transformierte den Nenner keines Operators z€Q) annullieren, d.h. also die Menge 


Vz(L) = {aE VL) | Zu, (vl) FO yzEN}), 
die auch als das Komplement der durch das Polynom 
IT,2ce9 (X o(e))" * Zu (yı(e), » » +, Y2(e)) (für genügend großes m > 0) 


im k-dimensionalen affinen Raum definierten Hyperfläche beschrieben werden kann. 
Wir haben damit eine Untermenge von V(L) abgegrenzt, auf der die Operatoren aus 9) 
in der gewünschten, im folgenden Lemma beschriebenen Weise operieren. 


3) Jmplizite Definition! Damit y(«) definiert ist, muß schon Y,(a)=+ 0 gelten, d.h. die angegebene Be- 
dingung für y, e an Stelle von z, y erfüllt sein. 
20* 
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(2.4) Lemma. Es sei U) eine endliche Untergruppe von C(K). Dann gilt: 
a) z(o) E V„(L) für alle zE9) und alle «€ V,„(L); 
b) y(z(a))=(y‘z) (a) für alle y‚,z€E9) und alle «€ V„(L). 


Den Beweis führen wir im Anschluß an ein weiteres, für die späteren Betrachtungen 
ebenfalls wichtiges Lemma: 

(2.2) Lemma. Es sei U) wie in (2.1) und G*«> 9. Dann gilt: 

a) Wenn B € V(L) den Nenner keines Operators z € 9) annulliert (z. B. wenn B € V„(L) 
ist), dann existiert genau ein K-Homomorphismus }, von J* in L derart, daß at =P gilt. 

b) Es sei ze), 7*«>z; dann güt I, = Au ° 75. für alle x € V„(L) (wobei 7. die 
Beschränkung von ı* auf J* bezeichne). 

Beweise. (2.2a): Ist p der Kern des durch At = eindeutig bestimmten K-Homo- 
morphismus A von K[t,,...,t;] in Z, so gilt ersichtlich S, np = {0}, also ist J*, als 
Unterring von J,, im Quotientenring K[t,,...,t;], enthalten. Der K-Homomorphismus 
ig ergibt sich dann als die Beschränkung der eindeutig bestimmten Fortsetzung von A 
auf den Ring Klt,,.. .„tly. — 

(2. 2b): Die in a) gemachte Voraussetzung gilt für « und z(a), falls « € V„(L) und 
zeY. Da (A, r%)t= A,(z(t))= z(a) ist, muß also der K-Homomorphismus Ay e 7). 
mit A,., übereinstimmen. — 

(2.4b): Ist 0*«>y und 1*«>z, so gilt 


y(z())= A,alylt)) = (Ar o 75) (ylk)) = (Aue Tr oo*t)t= A,((y 2) (t))= (y 2) (a) 
für alle « € V„(Z). 


(2. 1a): Ist «€ V,„(L), so gilt für alle y’ E9: y’(z(a))= (y’'z) (a), also 
Y,(y’(z(&))) = Y,((y’ 2) (a)) + 0 für alle y€ 9) (weil y’ -zE 9); also ist z(a) € V„(L). 


$ 3. Kennzeichnung und Existenz von galoisschen Erweiterungen. 


Es sei X ein unendlicher Körper, 9) eine Gruppe von Cremona-Operatoren über K 
vom Grad k, und G* «—- 9). Wir wollen zeigen, daß zu jeder (noch einer gewissen Neben- 
bedingung genügenden) galoisschen Erweiterung N | K mit zu 9) isomorpher Galois- 
gruppe ein K-Homomorphismus A von /* auf K existiert, der das zu K und 9) gehörige, 
mit geeignetem b € V(K) gebildete Fundamentalpolynom F% in ein Galoispolynom für 
N | K überführt. Diese Homomorphismen werden wir anschließend für eine Kennzeich- 
nung der genannten galoisschen Erweiterungen verwenden. 

Es sei N|K eine galoissche Erweiterung mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe 
G = Gal(N | K), und es sei Y ein Antiisomorphismus von G auf 9; wir wollen jedes Y 
dieser Art als eine Darstellung von G durch 9) bezeichnen. Jeder dem Gleichungssystem 


Yy=(tYo)(y) (c€G) 


genügende Vektor y€ V„(K) soll ein Y-Vektor heißen, insbesondere ein primitiver bzw. 
b-primitiver Y-Vektor, falls N = K(y,,...,yı) bzw. N = K(y -b) ist. Man zeigt leicht, 
daß jeder primitive Y-Vektor b-primitiv für ein geeignetes b€E V(K) ist (das Um- 
gekehrte ist trivial), und daß in diesem Falle b notwendigerweise Y)-zulässig ist. 

Wir beschränken nun unsere Betrachtungen auf die Menge E(K, 9) derjenigen (in 
einem festen algebraisch-abgeschlossenen Oberkörper 2 von K enthaltenen) Oberkörper N, 
zu denen, für eine geeignete Darstellung von Gal(N | K) durch 9, ein primitiver 
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Y-Vektor existiert. Die Frage, ob E(K, 9) gleich der Menge aller galoisschen Erweite- 
rungen N | K mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe oder in dieser echt enthalten ist, lassen 
wir hier offen; wir werden sie später für Gruppen linearer bzw. projektiver Operatoren 
($4 bzw. $5) sowie für die in $6 untersuchte Wittsche Gruppe beantworten. 

Als erstes zeigen wir, daß jedes N € E(K, 9) das homomorphe Bild von J* ist, ver- 
mittelt durch einen X-Homomorphismus, der /* auf K abbildet und F (für geeignetes b) 
in ein Galoispolynom für N | K überführt. 

(3.1) Satz. Es sei NEE(K,9), Y eine Darstellung von G= Gal(N | K) durch 
Y,y € Vy(N) ein primitiver Y-Vektor, und es sei A, der durch A,t=y bestimmte K-Homo- 
morphismus von J* in N ((2.2a)!). Dann gilt: 

a)ooA,=A, 00% falls Yo (a EG); 

b) A,Fy ist ein Galoispolynom für N | K genau dann, wenn y b-primitio ist; 

ce) AJ*=N und AI*=K. 

Beweis. a) Es sei ß=(o)(y); dann ist A, einerseits gleich A, e 0%. ((2.2b)!), 
andererseits gleich o © A,, weil (a oA,)t =oy = (Yo) (y) ist ((2. 2a)!). — b) Wegen a) ist 
1, F£ = Igea (X — (A, 0 o*) (t b)) = MI,es (X — o(y : b)). Dies ist ein Galoispolynom 
für N| K genau dann, wenn aus o+r stets o(y-b) + r(y :b) folgt (o,r€G), also 
genau dann, wenn y b-primitiv ist. — c) Es gibt ein b€ V(K) derart, daß y b-primitiv 
ist; also ist N = K[y :b]; andererseits ist Ä[y-b]zA,J*<N, also A,J*= N. Für 
jedes a* € /* gilt o(A,a*) = A, (0*a*) = A,a* wegen a), also ist A, /*< K. Schließlich ist 


K<A,K<AI*. 


Insbesondere folgt aus (3. 1), daß zu jedem N € E(K, 9) ein K-Homomorphismus A 
von /* in K existiert, der Ff (für geeignetes b) in ein in X [X] irreduzibles und separables 
Polynom überführt. Wir werden sehen, daß andererseits jedes A dieser Art eindeutig 
eine galoissche Erweiterung N | K mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe bestimmt. Für den 
Beweis dieser Behauptung benötigen wir den folgenden Isomorphiesatz (vgl. [Kr] $ 22 
„Erster Homomorphiesatz‘“ und [E] (1. 9)): 

(3.2) Es sei K der Quotientenkörper eines ganz-abgeschlossenen Ringes I, 4 ein 
Homomorphismus von I in den Körper K mit dem Kern p. Ferner sei F ein Galoispolynom 
für die galoissche Erweiterung N | K. Vorausgesetzt, daß AF in K[X] irreduzibel und 
separabel ist, gilt: 

a) AF ist ein Galoispolynom für eine galoissche Erweiterung N | K mit 


Gal(N | K)z Gal(N | K). 


b) Zu gegebenen Nullstellen y von F und yvon AF gibt es genau einen Homomorphismus 
A von 111 in N, der A fortsetzt und y auf y abbildet. 

c) Es existiert genau ein Isomorphismus » von Gal(N | K) auf Gal (N | K) derart, 
daß für alle € Gal(N | K) die Beschränkung des Homomorphismus .)' o xt auf den Ring 
1,0] mit to A’ übereinstimmt. 

Wenden wir diesen Isomorphiesatz auf die Fundamentalerweiterung N* | K* und 
ein geeignetes Fundamentalpolynom an, so’ erhalten wir den folgenden Satz: 


(3.3) Satz. Es sei A ein K-Homomorphismus von I* in K derart, daß (für geeignetes 
bEV(K))das Polynom AF# in K[X] irreduzibel und separabel ist. 

Dann ist AF$ ein Galoispolynom einer galoisschen Erweiterung N | K mit zu 9 iso- 
morpher Galoisgruppe. 
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Die Homomorphismen A' von J*, die A fortsetzen, entsprechen eineindeutig den Null- 
‚stellen y von AF% durch die Beziehung A'(t-b) = y; sie sind über K konjugiert und bilden 
alle den Ring J* auf N ab. 

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus (3. 2a). — Da N* = K*[t-b] 
und t-b ganz-abhängig von /* ist, gilt J*<d*7'- Z,., -„I**(t-b)i, wobei d* die 
Diskriminante des Polynoms Fff bezeichne. Wir bezeichnen mit /# bzw. J% den Quotienten- 
ring von /* bzw. J* nach dem multiplikativen System {a* € /* | Aa* #0}. Da Ad* 
als Diskriminante des separablen Polynoms AF% von Null verschieden ist, folgern wir 
Jt<s If[t-b], und es gilt sogar das Gleichheitszeichen, weil tb € J# ist. Jeder Nullstelle 
von AF% entspricht daher nach (3. 2b) genau ein Fortsetzungshomomorphismus A*+ von J% in 
N derart, daß A*(t-b) = y ist, und ersichtlich gilt N = K[y]zA+J*<A+J#<sN. Der Null- 
stelle oy entspricht in gleicher Weise der Homomorphismus a o A* (a € Gal(N | K)). — 
Wir brauchen nun nur noch zu zeigen, daß, außer den Beschränkungen A’ der obenge- 
nannten Homomorphismen auf J*, kein anderer Homomorphismus von. J* existiert, der / 
fortsetzt. In der Tat, ein solcher Homomorphismus u (etwa mit dem Kern q) ließe sich, 
da J#< J# gilt, auf Jf fortsetzen und bildete t - b notwendigerweise auf eine Nullstelle 
von AF% ab. 


Auf Grund dieses Satzes wissen wir jedoch noch nicht, ob der durch A eindeutig 
bestimmte Körper N = 4'J* der Menge E(K, 9) angehört, insbesondere ob analog zu 
(3.1) A’t ein primitiver Y-Vektor (für eine passende Darstellung Y) ist. Für das letztere 
ist notwendig, daß At zu V,„(N) gehört; der folgende Zusatz zeigt, daß diese Bedingung 
auch hinreichend ist. 

(3.4) Zusatz. Unter den Voraussetzungen von (3.3) sei A' ein Homomorphismus von 
J* in N, der ) fortsetzt und der Bedingung A't € V„(2) genügt. 

Dann ist A't ein b-primitiver Y- Vektor für die Darstellung Y = ne x» vonG = Gal(N| K) 
auf U), wobei x den nach (3.2) bestimmten Isomorphismus von G auf G* bezeichne. 

Die Voraussetzung At € V,(2) ist unabhängig von der Wahl des Fortsetzungshomo- 
morphismus X. 

Beweis. Für alle r&G gilt (re A)t= (A oxT)t = A((Yr)t). Da AtE V,(N) ist, 
gilt z(At) = 4 (z(t)) (zEY), also r(A't) = (Yr) (At) (TEC), also ist A't ein Y-Vektor; 
4't ist sogar b-primitiv, weil (At) -b = A’(t-b) eine Nullstelle des Galoispolynoms AF 
ist. — Nach (2. 1a) ist auch (o A’) t = (Yo) (A't) in V„(N) enthalten (so €G), also genügt 
jeder Fortsetzungshomomorphismus A” von A der Bedingung At € Vy(2). 


Wir benutzen nun die obenstehenden Sätze, um die zu E(K, 9) gehörigen Körper N 
durch gewisse Homomorphismen A von /* zu kennzeichnen. Hierzu betrachten wir für 
jedes bE€E V(K)*) die Menge H(K, Y,b) aller derjenigen X-Homomorphismen A von /* 
in K, für die AFf in X [X] irreduzibel und separabel ist und A’t zu V„(2) gehört (letztere 
Bedingung ist nach (3.4) von der Wahl des Fortsetzungshomomorphismus 4’ unab- 
hängig). Schließlich bezeichnen wir mit H(K, 9) die Vereinigungsmenge U, . „mH(K,9,b). 
Dann folgt unmittelbar aus (3. 1), (3. 3), (3.4) der folgende Satz: 

(3.5) Kennzeiehnungssatz. Die (von der Wahl der Fortsetzung 4' des Homomor- 
phismus ) unabhängige) Zuordnung 

2:1 —1X'J* (A€H(K, 9)) 
bildet die Menge H(K, 9) auf die Menge E(K,9) ab. 


4) Man kann sich hierbei auf die Q-zulässigen b e V(K) beschränken, denn für die anderen ist H(K, 9, b) 
sicher leer. 
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Hierbei ist AF% ein Galoispolynom für ZA| K genau dann, wenn A€H(K, 9, b) ist, 


Natürlich gilt 2}, =ZA, dann und nur dann, wenn Fa und ),Fy, Galois- 


2) 


polynome für dieselbe Erweiterung N | X sind (A, €H(K, 9, b,); m = 1,2). 
Aus dem Kennzeichnungssatz folgt unmittelbar: 


(3.6) Existenzsatz. Es gilt E(K,9) +9 genau dann, wenn H(K,9) + ist. 


Durch diese beiden Sätze wird das Problem der Bestimmung der zu E(K, 9) 
gehörigen Körper auf eine Diskussion der X-Homomorphismen des Ringes /* auf den 
Körper K zurückgeführt. Die Menge H(K) aller solcher Homomorphismen läßt sich 
(mit Hilfe von (1.1) und von bekannten Sätzen über ganz-abgeschlossene Ringe) leicht 
bestimmen: ordnet man jedem A seinen Kern zu, so erhält man eine eineindeutige Ab- 
bildung von H(K) auf die Menge derjenigen maximalen Ideale m von /*, für die X ein 
vollständiges Repräsentantensystem von /* mod m bildet. Viel schwieriger ist aber das 
Problem der Bestimmung der für die obige Kennzeichnung wichtigen Untermenge 
H(K, 9); selbst die Frage, ob diese Menge nicht leer ist, ist bis heute noch nicht einmal 
für Gruppen 9) linearer Operatoren gelöst worden. Sie läßt sich aber jedenfalls dann 
positiv entscheiden, wenn ÄX* über K rein-transzendent ist und über X der Hilbertsche 
Irreduzibilitätssatz gilt; letzteres trifft z. B. immer zu, wenn K ein über seinem Prim- 
körper endlich-erzeugbarer unendlicher Körper ist (vgl. [PS]). 


(3.7) Satz. Es gelte über K der Hilbertsche Irreduzibilitätssatz und es sei U) so be- 
schaffen, daß K* | K rein-transzendent ist. 


Dann ist H(K,9,b) + ® für jedes W-zulässige b € V(K). 


Beweis. Es sei K* der Quotientenkörper des Polynomringes /, = K[v,, - - -, %], 
und es sei wE€/, so gewählt, daß alle w-(o*t,) von /, ganz abhängen (o* € G*, 
1 <i<sk). Ferner sei /„ der Quotientenring von /, nach dem von w erzeugten multi- 
plikativen System; da /,„ ganz-abgeschlossen ist und /* von /,„ ganz abhängt, gilt 
I*<I,. Jedem z€9) ordnen wir das Produkt z* = II,.0*(Z,(t)) = M,.92,(y(t)) 
zu; dieses ist ersichtlich ein von Null verschiedenes Element aus /*, und dasselbe 
gilt für die Diskriminante d* des Polynoms Ff, wenn b 9-zulässig ist. Für genügend 
großes r>0 ist dann w’-d*E/,, w-z2*E], (zEY) und w-FFEI,[X], also ist 
w»(w’+d*) -(IT,cyw’ '2*) (w’- F%) ein (über X* irreduzibles) Polynom P(v; X) € Z,[X]. 
Nach dem Hilbertschen Irreduzibilitätssatz gibt es ein a € V(K) derart, daß P(a; X) in 
K[X] irreduzibel ist. Der durch 4, ,; =a,(1 Si<sk) definierte K-Homomorphismus 
i, von /, setzt sich, wegen A,w +0, eindeutig zu einem Homomorphismus A, von 
I, in K fort. Ersichtlich ist A,d* #0, A,2* #0 (zeY), und A,FF ist irreduzibel 
in K[X] und sogar separabel, weil seine Diskriminante A„d* von Null verschie- 
den ist. Es sei A die Beschränkung von A, auf den Ring /*; dann existiert nach 
(3. 3) ein Fortsetzungshomomorphismus A’ von A auf J*; dieser genügt, wegen 
IT,eyZo (A (yit))) = A'2* = A,2* #0, der Ungleichung Z,(A't) +0 (zE 9), und sogar 
den Ungleichungen Z, (4 (y(t))) = Z,(y(A't)) #0 (yE9). Also ist AEH(K, 9, b). 


Die Voraussetzung, daß K* | K rein-transzendent ist, ist sicher dann erfüllt, wenn 
k =1 ist (Lürothscher Satz). Ob sie für jede Gruppe 9) (mit k > 1) gilt, ist (auch für 
Gruppen 9) linearer Operatoren) ein noch ungelöstes Problem. 
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$ 4. Endliche Gruppen linearer Operatoren’). 


Wir bezeichnen mit M(K) die Gruppe aller k-reihigen regulären Matrizen 

A = (a, ,)ı<i,;s, über K. Dann ist die Abbildung 

A— (2, <i5rdi'a .. 21 <sishdi Q;,) (A € M(K)) 
ersichtlich ein Antiisomorphismus von M(K) in die Gruppe C(K), nämlich auf die Gruppe 
L(K) aller linearen Operatoren über K (vom Grad k). 

Für endliche Untergruppen 9 von L(K) gilt natürlich V,(Z) = V(L), so daß in 
der Definition von H(K,9,b) ($ 3) die Bedingung „At € V„(2)‘‘ weggelassen werden 
kann. Außerdem ist ersichtlich J* = J = K[t,,...,tx], und die Koeffizienten f, (v € V,) 
des allgemeinen zu 9) gehörigen Fundamentalpolynoms F* sind Formen (über K) vom 
Grad min t,..„ua (O<m<hn). 

Besonders wichtig ist die Tatsache, daß im linearen Fall stets primitive Galois- 
vektoren existieren, wie Krull mit Hilfe einer Theorie von „‚Galoismatrizen‘ und ‚„Galois- 
räumen‘ gezeigt hat (vgl. [Kr] $ 24): 

(4.1) Satz. Es sei K ein unendlicher Körper, 9) eine endliche Untergruppe von L(K), 
und N|K eine galoissche Erweiterung mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe G. 

Dann gibt es zu jeder Darstellung Y von G durch V) und zu jedem W-zulässigen b € V(K) 
einen b-primitiven YW-Vektor. 

Und aus diesem Satz folgt unmittelbar: 

(4.2) Korollar. Es seien K und Q) wie in (4.1). Dann ist E(K,9) die Menge aller 
über K galoisschen Oberkörper mit zu 9) isomorpher .Galoisgruppe. 

Außerdem lassen sich auf Grund von (4. 1) der Kennzeichnungssatz (3.5) und der 
Existenzsatz (3. 6) wie folgt verschärfen: 

(4.3) Korollar. Es seien K und 9) wie in (4. 1) und es sei b€E V(K) W-zulässig. Dann 
bildet die in (3.5) definierte Zuordnung Z die Menge H(K,Q,b) auf E(K,9) ab. 

Insbesondere ist E(K, 9) + ® genau dann, wenn H(K,9,b) + ist. 


i,19 * 


Es genügt also im linearen Falle, ein einziges, mit Hilfe eines beliebigen 9-zulässigen 
b € V(K) gebildetes Fundamentalpolynom F* zu betrachten. 


$ 5. Endliche Gruppen projektiver Operatoren >). 


Wir bezeichnen hier mit M(K) die Gruppe aller (k + 1)-reihigen regulären Matrizen 

A = (a,,)o<i,;j>, über K. Dann ist die Abbildung 
ZosiskÄi'@;ı ZosiskÄi' Cr : \ 
A (2 Dr Durks | | (mit X,=1; A€EM(K)) 

ersichtlich ein Antikomomorphismus von M(K) in die Gruppe C(K), nämlich auf die 
Gruppe P(K) aller projektiven Operatoren über K (vom Grad k). Dieser Antihomomorphis- 
mus hat den Kern S(K) = {(a- ö,,)o<ijsr|a € K'} (Skalarmatrizengruppe!) und 
induziert daher einen Antiisomorphismus von M(K) = M(K) /S(K) auf die Gruppe 
P(K). Wir schreiben y-A bzw. 9 —M, wenn unter diesem Antiisomorphismus die 
Matrizenklasse A € M(K) dem Operator y€ P(K) bzw. die Untergruppe M von M(K) 
der Untergruppe V von P(K) entspricht. 


—— 


5) Eine ausführliche Darstellung der hier ohne Beweise angegebenen Krullschen Resultate, eingeordnet 
in unsere allgemeine Theorie der Fundamentalpolynome, findet man in [E] $4 bzw. $$6—8. 
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Für endliche Untergruppen 9) von P(K) ist die Menge V„(L) im allgemeinen von 
V(L) verschieden; sie läßt sich aber in einfacherer Weise als im Allgemeinfall bestimmen, 
nämlich durch die Gleichung 


Vy(L) = {aE ViL) | Ya) #0 (yEN)}, 


wie eine einfache Rechnung zeigt. Und hieraus folgt, daß auch im projektiven Fall in 
der Definition von H(K,9,b) ($ 3) die Bedingung „At € V„(2)‘ weggelassen werden 
kann; in der Tat gilt: 


(5.1) Lemma. Es sei 9) eine endliche Untergruppe von P(K), G*<-P), und es sei 
) ein K-Homomorphismus von J* in L. Dann ist AtEV,(L). 


Beweis. Wenn ein y€ 9) derart existiert, daß Y,(A’t) = 0 ist, so gilt auch 
Ya) =AYyl))-Yolat)=O(S<Si<h), also ist (1, A't,,..., A’t) eine Lösung 
des homogenen Gleichungssystems 2,-;<:X;'4;;=0 (0 <Sj<k), wobei y-— A. Dies 
aber widerspricht der Regularität von A. 


Im Gegensatz zum linearen Fall enthält die mit einer Gruppe 9) projektiver Ope- 
ratoren gebildete Menge E(K, 9) im allgemeinen nicht alle über X galoisschen Er- 
weiterungen N mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe, wie die folgenden Betrachtungen 
zeigen. 

Wir nennen eine Untergruppe M von M(K) zerlegbar®) über K, falls S(K) ein 
direkter Faktor ihrer Originalgruppe {A € M(K)| A - S(K) € M} ist. Für jeden Oberkörper 
L(< @) von K soll M mit der ihr kanonisch entsprechenden isomorphen Untergruppe 
von M(L)/S(L) identifiziert werden. Ist M über K zerlegbar, dann auch über Z, aber 
nicht notwendig umgekehrt. Wir nennen nun die Gruppe M absolut unzerlegbar, wenn sie 
über jedem Definitionskörper L (d. h. über jedem Körper L derart, daß alle A €M einen 
Repräsentanten A € M(L) besitzen) unzerlegbar ist. Wir wollen hier nur erwähnen, daß 
man zur Entscheidung, ob die endliche Gruppe M absolut unzerlegbar ist, nur die eben- 
falls endliche m-modulare Gruppe 


{A EM(2)| A: S(Q)EM, (det A)” = 1} 


zu betrachten braucht, wobei m ein Vielfaches der Ordnungen der Elemente von M 
bezeichne. — In leichter Verallgemeinerung der Krullschen Betrachtungen ([Kr] $ 28) 
läßt sich dann zeigen: 

(5. 2) Satz. Es sei M eine absolut unzerlegbare Untergruppe von M(K), und es sei 
Y-M. 

Dann existieren über K endlich-erzeugbare Oberkörper K,, N, derart, daß N,|K, 
galoissch mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe ist, aber N, $E(K,, 2-::9:z) für alle 
ze P(K) gilt. 

Mit anderen Worten, für die in (5. 2) betrachtete Erweiterung N, | X, gibt es keine 
Darstellung Y durch 9) oder durch eine zu 9) in P(K) konjugierte Gruppe derart, daß ein 
primitiver Y-Vektor existiert. — Das bekannteste Beispiel einer absolut unzerlegbaren 
Gruppe ist die von F. Klein untersuchte Ikosaedergruppe. 


Immerhin läßt sich für nicht-abelsche einfache Gruppen projektiver Operatoren 
die Existenz von primitiven Galoisvektoren stets durch eine Grundkörpererweiterung 


*) „uneigentlich‘ im Sinne von [Kr] $ 27. 
Journal für Mathematik, Bd. 204. Heft 1/4 
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(„Adjunktion von akzessorischen Irrationalitäten‘) erzwingen, wie F. Klein im Falle 
.der Ikosaedergruppe und Krull, mit Hilfe einer Theorie ‚„projektiver Galoismatrizen‘ 


und „Kleinscher Matrizen“, allgemein gezeigt hat. In der Tat, ist J — M, so bezeichnen 
wir mit 9” die der Matrizenklassengruppe M; 1.M-M, zugeordnete Untergruppe 
von M(K), wobei x eine beliebige Permutation von {0,1,...,k} und M, die durch die 
Matrix (ö, „)osi,js. erzeugte Matrizenklasse bezeichne; dann gilt, in leichter Verall- 
gemeinerung der Krullschen Ergebnisse ([Kr] $$ 27—28): 

(5.3) Satz. Es sei U) eine nicht-abelsche einfache endliche Untergruppe von P(K) 
und N|K eine galoissche Erweiterung mit zu 9) isomorpher Galoisgruppe. 

Dann existiert ein Polynom H über K vom Grad k + 1 und eine Permutation n von 
{0,1,...,k} derart, daß N’ € E(K', 9”) güt, wobei K' bzw. N' den Wurzelkörper für H 
über K bzw. über N bezeichne. 


$ 6. Die Wittsche Gruppe. 


Daß es interessante endliche Gruppen von Cremona-Öperatoren gibt, die weder 
linear noch projektiv sind, zeigt das im folgenden diskutierte Beispiel. 


Es sei K ein Körper der Charakteristik p + 0, und es möge + bzw. —- die in V(K) 
definierte Wittsche Addition bzw. Subtraktion 


atrb= (a, +5, %+b+ Rila;b),.-„atb, + Rrla,.- 0-15 dir... b,-ı)) 
(a,b € V(K)) 

bezeichnen, wobei R},..., Rf und R5,..., R; gewisse eindeutig bestimmte Polynome 
über dem Primkörper P von K sind?). Statt a#--- + a (n-mal) schreiben wir kurz 
n*a und beachten, daß p’a=(0,a,...,a?_,) ist (a€E V(K)). 

In bezug auf diese Operationen bildet V(K) eine additive Gruppe, die wir mit 
V(K) bezeichnen wollen; insbesondere ist V(P) eine zyklische Untergruppe von V(K) 
von der Ordnung p*, die von dem Vektor 1 = (1,0,...,0) erzeugt wird. 


Wir betrachten nun die durch den Operator 
w=e+ 1=(X, +1, X, + Rr(X;1),.. X, + RX... X,-; 1,0,...,0)) 

erzeugte Gruppe ® von Cremona-Operatoren, die wir als Witische Gruppe über K (vom 
Grad k) bezeichnen wollen. Ersichtlich ist w-w=(eT 1) F1=e+2'1°), allgemein 
w" =e + n:1; insbesondere ist w* = e, genau wenn n ein Vielfaches von p* ist. Also 
ist W eine zyklische Gruppe der Ordnung p*. 

Auf diese Gruppe ® wenden wir nun die Betrachtungen von $$ 1—3 an. Ersichtlich 
ist Va(L) = V(L), und wir können deshalb wieder in der Definition von H(K, ®, b) 
die Bedingung „At € V„,(2)‘ weglassen. Ferner ist offenbar J* = i=K liu-:+%J- — 
Für die Berechnung des Körpers K*, des Ringes /* und der Mengen H(K,%) und 
E(K,%;) bedienen wir uns des folgenden von Witt bewiesenen Satzes. 


Wie in [W] sei mit p die durch 


Play --- o)=(d,..., a) — (1, &) (€ 8) 


?) Zum Beweis dieser und der folgenden Behauptungen vgl. [W]. 
®) Hierbei bezeichnet w - w natürlich die Operatormultiplikation w(w), nicht etwa diein V(K(X,,.. ., X,)) 
ebenfalls definierbare Wittsche Multiplikation. 
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definierte Abbildung von V(2) in sich bezeichnet; sie induziert für jeden Unterkörper L 
von ®& einen Endomorphismus der Gruppe VL) mit dem Kern V(P). Für jedes 
a € V(K) bezeichnen wir mit p9-'!a die Menge {a € V(Q2)|pa=a}; ist a €Ep-!a, 
so ist. ersichtlich p-!a = {a # d|d € V(P)}. Schließlich sei pX = {a —ala€K} 
und V,(K) = {e€E V(K)|c,$pK}. Dann gilt (vgl. [W] Satz 13): 

(6. 1) Wittscher Satz. Die (von der Wahl des Vektors y€gp-!e unabhängige) Zu- 


ordnung 
e— Klyu:-» Yr) (ee V(K)) 


bildet die Menge v„(&) auf die Menge aller über K vom Grad p* zyklischen Oberkörper ab. 
Hierbei definiert die Gleichung oy = y + l einen die Galoisgruppe von K(yı, - - -, yı)| K 
erzeugenden K-Automorphismus o. 
Auf Grund von (6. 1) können wir zunächst /* und K* bestimmen: 


(6.2) Satz. Es sei G* > ® und s = pt. — Dann ist 
K*’ = Kls,--,&) und I? = Kls,-. 8]. 


Beweis. Für 0o* —w gilt o*s = p(o*t) =p(lt* 1) =s, also sE V(K*), also 
K(s1,..-,8x)< K*. Andererseits ist nach (6. 1) [N*: X (s,,...,sx)] = p*(weils,$pK (sı,.. -,sr)), 
also K(s),...,8,) = K*. — Ersichtlich ist K[s,, . . .„sı]< K* n J* = I*. Andererseits 
ist wegen pt = s das Element t, von K[s,,.. .,8, 11» -,„&4-ı] ganz-abhängig (1 <i<sk), 
also hängt J/*, und damit auch /*, von K[s,,.... .,s,] ganz ab. Da X[s,,.. .,sı] in X* ganz- 
abgeschlossen ist, gilt /* < K[s,,.. ., sr]- 


Weiter folgt aus (6.1), daß jeder über K vom Grad p* zyklische Oberkörper N 
einen primitiven Y-Vektor (für eine geeignete Darstellung Y von Gal(N | X) durch ®) 
besitzt; in der Tat gilt: 

(6.3) Lemma. Es sei N | K zyklisch vom Grad p*, y€ V(N), und es gelte, für einen 
die Galoisgruppe von N|K erzeugenden K-Automorphismus o von N, die Gleichung 
oy=y+l. 

Dann ist y ein W-Vektor in bezug auf die Darstellung Y: 0" > w" (O <sm<.p*). 

Beweis. Ersichtlich ist Y eine Darstellung von Gal(N | K) durch ®, und es gilt 
e"y=y+m'l=wr(y) (<m<p). 

Aus (6.1) folgt damit unmittelbar: 

(6.4) Satz. E(K,®) besteht aus allen über K vom Grad p* zyklischen Oberkörpern. 

Wir wollen nun noch die Menge H(K, ®) explizit bestimmen. Zunächst erhalten 
wir durch das folgende Lemma einen Überblick über die Menge H(K) aller K-Homo- 
morphismen von /* in K und über deren Fortsetzungen auf den Ring J*. 

(6.5) Lemma. a) Es bezeichne },, den durch As = & bestimmten K-Homomor- 
phismus von I* in K. Dann ist die Zuordnung a— A, (a€ V(K)) eine eineindeutige Ab- 
bildung von V(K) auf die Menge H(K) aller K-Homomorphismen von I* in K. 

b) {A,|a€gp-!a})®) ist die Menge aller Homomorphismen von J* in ®, die den Homo- 
morphismus A,,, fortsetzen; sie alle bilden den Ring J* auf denselben Körper K(x,, . . -, &,) ab. 

Beweis. a) ist wegen /*= K[s,,.. . ., s,] trivial. — b) Es gilt A,s =p(A,t) =pa=a, 
also ist A, eine Fortsetzung von A,,. Ist andererseits A’ ein Homomorphismus von J*, 
der A, fortsetzt, so gilt p(A't) = A's=a, also At Ep-ta. 


®) Definition von A, in (2. 2a). 
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Mit Hilfe des Wittschen Satzes zeigen wir nun: 
(6. 6) Satz. Ist K unendlich, so gilt H(K,®) = {},|a€ v„(K)}. 


Beweis. Es sei A,„EH(K, ®), a€p-!a. Dann ist nach (3. 3) und (6. 5b) 
1,J* = K[a,,..., &,] ein zyklischer Oberkörper von K vom Grad p*. Wäre a,€pK, 
so gälte ® — a, =a, =bP—b für ein bEK, also x =b+d für en dEP. Dann 
wäre aber K(&,)=K und wegen [K(a,...,%): Kla,..,&-)I]£p 2 siısk) 
sicher [K(«&,,..., &,): K]< p*, was unmöglich ist. — Andererseits sei a€ V_(K). Dann 
ist nach (6. 1) und (6. 3) jedes « €p-!a ein primitiver Y-Vektor (für eine geeignete Dar- 
stellung Y). Da ÄX unendlich ist, existiert ein b € V(X) derart, daß «a b-primitiv ist, also 
ist A,F% = A,F% irreduzibel in K[X] und separabel ((3. 1b)!). 


Wir bemerken noch, daß der erste Teil des Kennzeichnungssatzes (3. 5), zusammen 
mit den Aussagen (6.4) bis (6.6), dem ersten Teil des Wittschen Satzes genau äqui- 
valent ist. 

Auf eine Ausrechnung des zu ® gehörigen allgemeinen Fundamentalpolynoms 


F#= NM, <m<p (X—ltFm’l)-u)EK[s,..„Spun..,0; X]. 


sowie auf eine Diskussion der Frage, welche Vektoren bEV(K) ®-zulässig sind, wollen 
wir verzichten. 
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Die Primidealteiler der Differenten in allgemeinen Ringen. 


Von Ernst Kunz in Heidelberg. 
Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 





Der Dedekindsche Differentensatz der algebraischen Zahlentheorie besagt bekannt- 
lich: In der (Dedekindschen) Differente der Hauptordnung A eines endlichen algebraischen 
Zahlkörpers K über der Hauptordnung P eines Unterkörpers k treten genau die bezüg- 
lich P verzweigten Primideale von A als Teiler auf, und zwar mit dem Exponenten e — 1, 
wenn der Verzweigungsexponent e nicht durch die Charakteristik des Restklassenkörpers 
teilbar ist, sonst mit einem Exponenten, der größer als e — 1 ist. Ein Primideal ® aus R 
heißt dabei bezüglich P verzweigt, wenn ® in der Zerlegung von (® rn P) Rin ein Potenz- 
produkt von Primidealen mit einem Exponenten e >1 auftritt. e heißt Verzweigungs- 
exponent. 

Von diesem Satz sind mehrere Verallgemeinerungen bekannt. Zunächst brauchen k 
und K nicht Zahlkörper zu sein, sondern es genügt, daß k der Quotientenkörper eines 
Dedekindrings (d. h. eines Integritätsbereichs, in dem jedes Ideal eindeutig als Potenz- 
produkt von Primidealen darstellbar ist), X eine endliche separable algebraische Er- 
weiterung von k und R die Menge aller bezüglich P ganzen Elemente von K ist. Außer 
den verzweigten Primidealen gehen dann auch noch die Primideale mit inseparablem 
Restklassenkörper in der Differente auf, und zwar stets mit einem Exponenten, der 
größer als e—1 ist. 

In dem zuletzt genannten Fall kann man die Voraussetzung, daß P ein Dedekind- 
ring sein soll, auch abschwächen zu der Voraussetzung: In ? gilt die van der Waerden- 
Artinsche Idealtheorie (d. h. jedes Ideal ist quasigleich einem Potenzprodukt von Prim- 
idealen). Dann gilt der entsprechende Differentensatz, wenn nur an Stelle der Gleichheit 
die Quasigleichheit zugrunde gelegt wird. 

Schließlich haben E. Noether und H. Grell ein Analogon zum Differentensatz auch 
für den Fall bewiesen (vgl. [2], S. 647), daß P zwar ein Dedekindring ist, der Ring AR 
aber nur eine Ordnung über P, d.h. ein endlicher P-Modul. Jedes Ideal aus A läßt sich 
dann eindeutig als Produkt teilerfremder Primärideale schreiben. Ein Primideal ® heißt 
verzweigt, wenn das zu ® gehörige Primärideal in der Zerlegung von (®rP)R von ® 
verschieden ist. Der unter der Voraussetzung, daß keine inseparablen Restklassenkörper 
auftreten, bewiesene Satz sagt aus: Die zu den Primäridealen der Zerlegung der Differente 
gehörigen Primideale sind gerade die verzweigten Primideale von R über P. 

In der folgenden Arbeit soll gezeigt werden, daß alle diese Sätze, wenn man von 
der jeweiligen Exponentenaussage absieht und nur auf die Primidealteiler achtet, als 
Spezialfälle in einem viel allgemeineren Satz enthalten sind. 

In diesem allgemeineren Satz wird allerdings die mit Hilfe des Komplementär- 
moduls definierte Dedekindsche Differente durch die aus dem Differentialmodul gewon- 
nene 0-te Kählersche Differente ersetzt. Der zu beweisende Satz besagt, daß die O-te 
Kählersche Differente eines beliebigen Ringes R über einem beliebigen Ring P, wenn 
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sie existiert, immer genau von den Primidealen von A geteilt wird, die nicht träge bezüg- 
lich P sind. Dabei wird der Begriff der Trägheit eines Ideals von R über P so für beliebige 
Ringe R, P definiert, daß er in den oben aufgezählten Fällen mit dem gewöhnlichen 
Trägheitsbegriff zusammenfällt. Dort heißt ein Primideal träge, wenn es weder verzweigt 
ist, noch einen inseparablen Restklassenkörper besitzt. 


Die Kählersche Differente existiert in viel allgemeineren Ringen als sie in den obigen 
Beispielen auftreten. In den betrachteten Ringen stimmt die O-te Kählersche Differente 
mit der Dedekindschen Differente überein oder hat, wie in $5 gezeigt werden wird, 
wenigstens dieselben Primidealteiler wie die Dedekindsche Differente. Aus diesem 
Grunde sind die erwähnten Sätze, von der Exponentenaussage abgesehen, Spezialfälle 
des allgemeineren Satzes. 

Der allgemeine Satz besitzt seine hauptsächliche Bedeutung, wenn in R die Teiler- 
kettenbedingung für Ideale erfüllt ist, weil sich dann der verallgemeinerte Trägheits- 
begriff sehr eng an den klassischen anlehnt, was bei noch allgemeineren' Ringen nicht 
mehr der Fall zu sein braucht. 

Neben den Primidealteilern der O-ten Kählerschen Differente werden auch die aller 
höheren Kählerschen Differenten arithmetisch charakterisiert werden. Die Beweise 
werden zunächst lokal geführt ; der globale Fall ergibt sich dann leicht. Der entscheidende 
Teil des lokalen Beweises besteht darin, den Rang des Differentialmoduls eines Stellen- 
rings R über einem beliebigen Grundring P zu bestimmen. Die genaue Bestimmung des 
Ranges wird dadurch möglich, daß man nach einer Idee von F. K. Schmidt den Zwischen- 
ring P[R?] einführt, wobei p die Charakteristik des Restklassenkörpers von AR ist. Der 
Rangsatz verschärft die Abschätzungen von Roquette (vgl. [7], VII, 5) und Kähler ([4], 
290). Er wurde im Fall diskreter Bewertungsringe von F. K. Schmidt in einem Vortrag 
auf dem internationalen österreichischen Mathematikerkongreß 1956 entwickelt. Zum 
Beweis des Rangsatzes wird wie bei Roquette die Tatsache ausgenutzt, daß es genügt, 
den Rang des Differentialmoduls eines geeigneten Restklassenrings von R zu bestimmen. 

Als eine unmittelbare Folgerung aus den Differentensätzen ergibt sich der in der 
algebruischen Geometrie als Kriterium von Zariski bekannte Satz (vgl. [9], S. 74) in 
folgender Form: In der ersten von 0 verschiedenen Kählerschen Differente einer affinen 
k-Algebra R (k beliebiger Körper) über P = kr (p = Char. k, k’ = k) gehen genau die 
Primideale von R auf, für die der zugehörige Stellenring nicht regulär ist. Für den Fall 
separabler Restklassenkörper über k findet sich das Kriterium in ähnlicher Formulierung 
auch schon bei Kähler ([4], 304). 

Der zweite Teil der Arbeit beschäftigt sich mit der von E. Noether eingeführten 
Differente (vgl. [5]). Sie kann für einen beliebigen kommutativen unitären Ring R über 
einem beliebigen Unterring P mit demselben Einselement definiert werden und wird 
ähnlich wie die Kählerschen Differenten durch einen gewissen Differentiationsprozeß 
gewonnen. E. Noether hat gezeigt, daß ihre Differente in Spezialfällen mit der Dedekind- 
schen Differente übereinstimmt. Ein späteres Beispiel wird zeigen, daß es auch Fälle 
gibt, in denen keine Übereinstimmung vorliegt. Die Frage, ob Noethersche und Kähler- 
sche Differente immer übereinstimmen, soweit sie beide definiert sind, wird ebenfalls 
verneint. Es kann aber für eine sehr weite Klasse von Ringen (allen, die aus ihrem Grund- 
ring P durch Ringadjunktion endlich vieler Elemente und anschließende Nennerauf- 
nahme hervorgehen) bewiesen werden, daß die Noethersche und die 0-te Kählersche 
Differente dieselben Primidealteiler besitzen. In diesen Ringen gilt dann der Differenten- 
satz auch für die Noethersche Differente und, wo sie gleich (oder quasigleich) der Dedekind- 
schen Differente ist, auch für diese. 
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$ 1. Grundlagen über den Differentialmodul und die Kählerschen Differenten. 


In diesem Paragraphen werden einige Grundtatsachen über den Differentialmodul 
und die Kählerschen Differenten zusammengestellt, soweit sie in der Arbeit benötigt 
werden. Während der ganzen Arbeit sollen R und P zwei kommutative unitäre Ringe 
sein, wobei Pin AR enthalten ist und P und R dasselbe Einselement besitzen. Wir be- 
zeichnen P als den Grundring, R als Erweiterungsring. 


Unter einer Derivation von R über P versteht man eine Abbildung D von R in 
einen R-Modul M mit folgenden Eigenschaften: 
&) Sind a, b beliebige Elemente aus A, so ist 


D(a+b) =D(a) + D(b), 
D(a-b) =aD(b) + bD(a). 


ß) Ist o ein beliebiges Element aus P, so ist 
D(o) =. 


Bekanntlich gibt es zu jedem Paar (R, P) eine universelle Derivation d: R> M 
von R über P, so daß also 

a) M von den Elementen d(r) mit r € R erzeugt wird, 

b) wenn D:R>N eine beliebige Derivation von R über P in einen R-Modul N 
ist, D in der Form D = hod gewonnen werden kann, wobei h: M->N eine AR-lineare 
Abbildung ist. d heißt Differentiation von R über P, die Elemente d(r) = dr Differentiale, 
der zugehörige Modul M Differentialmodul von R über P. Er ist bis auf R-Isomorphie 
eindeutig bestimmt. Wir werden den Differentialmodul eines Ringes R über einem Grund- 


\ 


ring P mit M (>) bezeichnen, — wenn keine Verwechslung zu befürchten ist, auch kurz 


P 
mit M. 
Im Verlauf dieser Arbeit werden isomorphe Ringe und Moduln fast immer identi- 
fiziertt werden dürfen. Wir schreiben daher für die Isomorphie das Gleichheitszeichen. 


Die Berechnung von M (7) ist auf folgende Weise möglich: Man hat AR darzustellen 


als Restklassenring eines Polynomrings über P in einem System von Unbestimmten X, 
(A€ A): 


R = P[X,]/n. 


Aus dem Kern n hat man ein Erzeugendensystem F,(X,;) herauszugreifen (» € N). Bildet 
man den freien R-Modul mit der Basis {dX,} (A€ A), also RK; RdX,, und in ihm den 
EA 


Untermodul M,, der von allen Elementen der Form 5 —L dX,(v€ N) erzeugt wird, so ist 
EAU 


= ® RdX;|M.. 


4€cA 
— bedeutet dabei: Man hat F, formal partiell nach X, abzuleiten und dann zur Rest- 
i 


klasse mod n überzugehen, d.h. überall X, durch = X, + n zu ersetzen. Für die 
Differentiation d gilt: da; = dX, + M,. 

Wir interessieren uns jetzt dafür, wie sich der Differentialmodul verhält, wenn man 
die Ringe R, P epimorph abbildet, wenn man den Grundring P erweitert oder wenn man 
zu Quotientenringen übergeht. 
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1. Epimorphe Abbildung: Es sei R= R/n, P= P/n P, wobei n der Kern des 
Epimorphismus ist. Dann ist 


R R' 
u[#) = [Bam 
wobei mit (Rdn) der von allen Elementen rdn mit r€ R, n€n erzeugte Untermodul 


von M (>) bezeichnet ist. Für die Differentiation d von R über P gilt: dr =dr + (Ran) 


(vgl. [3], S. 125). Wegen ndr = d(rn) — rdn ist nM (>) < <Rdny. Für manche Über- 


legungen ist es zweckmäßig, zuerst zu M (>) /nM (5) überzugehen und dann erst 


zu (5) /<Rdn), weshalb man häufig auch 


li) =) (A) 


schreibt. 


2. Erweiterung des Grundrings: Es sei P* ein Zwischenring P< P*< R. Dann ist 
it Me R . 
M(>) A “(p)I<Rap y, 


wobei (RdP*) der von allen Elementen rdo* mit r€ R, o* € P* erzeugte Untermodul 
von M (>) ist. Für die Differentiation d* von R über P* gilt d*r = dr + <RdP*) 
(vgl. [3], S. 104). 


3. Quotientenringbildung: Es sei.$ eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A, 
welche die Null nicht enthält. Unter dem (verallgemeinerten) Quotientenring R, von R 


mit der Nennermenge 5 versteht man die Menge aller Paare — mit reER,s€S, für die 
die Gleichheit wie folgt definiert ist: Es soll - -7 genau dann sein, wenn es ein s’€S 


derart gibt, daß s’'s’r = s’ sr’ ist, während Addition und Multiplikation nach den üblichen 
Regeln der Bruchrechnung erklärt sind. 


Die Abbildung r>Z definiert einen Homomorphismus von Rin R,, dessen Kern n 
aus allen Elementen r € R besteht, für die es ein s€ $ mit sr = 0 gibt. Wir schreiben 
für das Element — € R, auch einfach r und beachten, daß in R, genau dann r =r’ ist, 


wenn r=r' mod nin AR gilt. Da somit für die Elemente aus AR, eine Multiplikation mit 
den Elementen von R definiert ist, wird R, zur R-Algebra. 


P, sei der Unterring von A,, der aus allen Elementen [ mit ogeP,oeSnP 


besteht. Dann gilt: 


Rs\ R 
x (2) ER (2)- 


Ist 9: M> R, ®,M die durch (m) = 1 ® m erklärte universelle R,-Einbettung von M, 
so gilt für die Differentiation D von R, über P,: D (2) -. yd(r) — e od (s). 
Beweis: Daß D eine Derivation von R, über P, in den R,-Modul AR, 8,M (2) ist, 


P 
kann man leicht nachrechnen. Ist D’: R,> N eine beliebige Derivation von AR, über P, 





Kunz, Differentenprimteiler in allgemeinen Ringen. 169 


. - ı I 1 1 ’ “ 

in einem R,-Modul N, so gilt D (2) m D'(r) — =D (s). D’ angewandt auf die Elemente 

r€ R, liefert eine Derivation d’ von R über P in N. Daher gibt es eine R-lineare Ab- 

bildung h: M> N mit d’ = hod. Nach Definition der universellen R,-Einbettung gibt 

es dann aber auch eine AR,-lineare Abbildung H: R,®,M (>) >N mith=Hop. 
Somit gilt d =Hopod. 

Nun ist aber 
‚{r ER Pi i . PR. l r 

D (2) =D’) —D) = AN) za) =H opedi)—Hegedk) 

l r r 

Hrn — ze) = HD”) 


für aller€E R, s€S. Es ist also D’’=He.D. Da außerdem R, © (7) als R,-Modul 


sicher von den Elementen Dr) erzeugt wird, ist D universelle Derivation, was zu be- 
weisen war. 


Wenn der Differentialmodul M (2) endlich erzeugt ist, können die Kählerschen 


Differenten von R über P gebildet werden. Um zu ihnen zu gelangen, betrachten wir 
zunächst einen beliebigen endlich erzeugten R-Modul 
M = Rw, +'''+ Rw,.- 


Wir stellen ihn als Restklassenmodul eines freien R-Moduls nach einem Untermodul M, 
dar: 
(1) M = (Ra, #8» e Rx„)/M.»- 


M, werde von den Elementen m; = ru2ı + "+ rnaän(A€ A) erzeugt. Unter dem 
v-ten Fittingschen Determinantenideal d,(M) versteht man für » <n das Ideal in A, 
welches von allen (n — v)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix 

(2) (ru) Ge=4,..,0 2€A) 
erzeugt wird, für vn das Einheitsideal von A. 

Fitting hat gezeigt, daß seine Determinantenideale Invarianten des Moduls M sind 
(vgl. [1], S. 197). Es gilt 

d,(M)<d,(M)<d,(M)<*--. 


Unter den Kählerschen Differenten d, (2) 


Determinantenideale des Differentialmoduls von R über P: 


d, (7) a (m (7)) ne 


Wenn keine Verwechslungen zu befürchten sind, schreiben wir für d, (5) auch kurz d,. 


von R über P versteht man nun die Fittingschen 


Wie verhalten sich die Kählerschen Differenten beim Übergang zum (verall- 
gemeinerten) Quotientenring ? 


Wenn M (7) eine Darstellung (1) besitzt, dann folgt nach 3: 


Rs 


(7: 


) Ri 2.4 (5) = Rep (Rz, ©: © Ra, |M,) 


= [R, 8,(Rz, ©" ® Rm)][R5® M,= Rs, 8° ® Rs. /R; My, 
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wenn R,M, den von den Elementen aus M, in R,2,®©::-® R,a, erzeugten Unter- 
modul bedeutet, wobei man bei allen Elementen aus M, die Koeffizienten der x, als 
Elemente von A, aufzufassen hat. 

8 


Man erkennt hieraus, daß die Kählerschen Differenten d, 1) gerade aus den Ele- 
8 


menten < mit deEd, (>) und s€ $ bestehen, d.h. die Erweiterungsideale der Differenten 


d, (>) in R, sind. Wir können also das Hauptergebnis dieses Paragraphen wie folgt 


formulieren: 
Satz 1. Der Differentialmodul eines (verallgemeinerten) Quotientenrings R, ist der 
Erweiterungsmodul des Differentialmoduls von R: 


Rs R 


M (ps) = RoaM (5) 


die Kählerschen Differenten von R, sind die Erweiterungsideale der Kählerschen Differenten 


(2) = (7) 


Satz 1 ermöglicht uns, die Betrachtungen über den Differentialmodul und die 
Differenten vom globalen Fall auf den lokalen Fall zu reduzieren, wenn wir nämlich für $ 
die Menge aller Elemente aus R nehmen, die nicht in einem Primideal ® von A liegen. 
R, wird dann zum Stellenring mit dem maximalen Ideal BR, 


von R: 


$ 2. Rang des Differentialmoduls eines Stellenrings. 


Für diesen Paragraphen soll R ein beliebiger Stellenring sein, d.h. ein kommutati- 
ver unitärer Ring, dessen Nichteinheiten ein Ideal ® bilden. ? sei ein beliebiger Unterring 
von R mit derselben Eins wie R. Der Restklassenkörper & = R/® habe die Charakteristik 
p = 0. Der Quotientenkörper von P/PB rn P sei mit f bezeichnet. Ferner sei P* = P[ RP] 
der Unterring von A, der aus P durch Adjunktion aller p-ten Potenzen der Elemente 
von R entsteht (P* = P für p =) und O* = (® r P*)R. 


Wir wollen in diesem Paragraphen den Rang des Differentialmoduls M (>) be- 


stimmen, vorausgesetzt, daß M endlich erzeugt ist. 
Definition: Unter dem Rang eines endlich erzeugten R-Moduls M verstehen wir 


die minimale Anzahl von Erzeugenden von M. 
Wir bedienen uns dabei der folgenden bekannten Tatsache: 


Hilfssatz 1. M sei ein endlicher R-Modul, N ein Untermodul von M mit 
M=N-+%M. 


Dann ist M=N. 

Man folgert aus diesem Hilfssatz sofort, daß M und M/®M denselben Rang be- 
sitzen. M/®M kann als Vektorraum über 8 aufgefaßt werden; sein Rang ist dann die 
Dimension dieses Vektorraums: 

Rang M = Rang (M /|®M) = dim,(M /®M). 
Erst recht gilt 
Rang M = Rang (M /M,) 


für jeden Untermodul M,< ®M. 
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Ferner benötigen wir 

Hilfssatz 2. Der R-Modul M sei Summe zweier Untermoduln M, und M;: 
M = M,+ M, wobei Rang (M/M,)=x«, Rang (M/M,)=Pß und Rang M<a-+ 
ist. Dann it RangM =«+ BP. 

Beweis: Wenn M = M/M,r M,und M, = M,/M,n M, gesetzt wird (i =1,2), 
ergibt sichM = M,® M, und M/M, = M,= M/M, sowie MIM, = M, = M/M,. 
Es folgt Rang M, = f, Rang M, = «. Aus der Gleichung 


M/®M = M,/|®M, © M,/®M, 
entnimmt man 
Rang M > Rang M = Rang M, + Rang M, =a+Pß. 
Zusammen mit Rang M < «+ ß ergibt dies 
RangM=cH+B. 


Für das Folgende werden auch noch die Sätze über den Rang des Differential- 
moduls eines Körpers K über einem Unterkörper k als bekannt vorausgesetzt (vgl. [3], 
88 15—21): 

Ist K separabel ezeugbar über k, so ist Rang M (+) = t gleichwertig damit, daß 
der Transzendenzgrad von K über k gleich t ist. Die Differentiale der Elemente einer separie- 
renden Transzendenzbasis von K über k bilden eine Basis des Differentialmoduls. 


Hat K die Charakteristik p >, so ist Rang M (+) =t gleichwertig damit, daß K 


über k den p-Grad t hat. Die Differentiale der Elemente einer p-Basis von K über k bilden 
eine Basis des Differentialmoduls. 

Diese Sätze erfahren in den folgenden Überlegungen eine Erweiterung für beliebige 
Stellenringe, wobei allerdings nur die eine Hälfte der Aussagen verallgemeinert wird, da 
bei uns immer die Endlichkeit des Rangs des Differentialmoduls vorausgesetzt ist. Es 
gilt nämlich der 


Rangsatz. Unter den am Anfang dieses Paragraphen formulierten Voraussetzungen ist 
(a) M (9) endlich erzeugt, 
(b) BP/O*+ PP? endlich erzeugt, 


() Rang M(7) = Rang M (F) + Rang (Pjo*+ 9. 


Beweis: 4) Ohne Einschränkung der Allgemeinheit darf P als Stellenring mit dem 
maximalen Ideal p = ® rn P vorausgesetzt werden, denn jedes Element o € P, welches 


nicht in p liegt, besitzt in R ein Inverses o’. Daher enthält R den Stellenring P, zum 


Primideal p und wegen de’ = 0 ist (7) u. u(5.)- Ferner ist &* = (B n P,[RP]) R 


} P, 
und f= P,/pP,. 


t 


homomorphes Bild von M (>) ist ($ 1,1). 


2) Daß M (7) endlich erzeugt ist, folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß es 
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3) Essi Q=(P®rP)R. Offensichtlich ist O< Q*. Wir deuten den Übergang zum 
Restklassenring R = R/Q, durch Übersetzen eines Punktes an, den Übergang zum Rest- 
klassenring R = R/Q* + ®® durch zwei Punkte. Das folgende Diagramm veranschau- 
licht die Beziehung der zu betrachtenden Ringe untereinander: 


Kalle. } u 
R mod (OQ* + P?) RB mod ® 


updoidiD. aälı 
P* = P[RP] PPF- PR —- P*=-P[R) = (#1 
| 
} Ep Y > 














Wegen ünP=pist P=P=f.Da Rüber P* ganzalgebraisch ist, ist Dtn Pr = B n P* 
ein maximales Ideal von-P* und daher P* ein Körper: P* = t[?], weil er mod ® sicher 
in f[%”] übergeht. 


Nach $4,1 ist M (3) =M (Z) Ran. Da Q& von Elementen aus P erzeugt 


wird, folgt <(RdO)<sOM (?)- woraus sich nach der Folgerung von Hilfssatz 1 


Rang M (5) = Rang M u >) ergibt. R hat, weil P=fin A enthalten ist, die Charakte- 
ristik p. Daher ist d(Ar) = 0, woraus nach $1,2 M (5) -M (&) folgt. 


Weiter ist M (5) =M (5) [<Rd(O* + 82)). Ö* wird von Elementen aus P* 


J 


erzeugt, woraus wieder (Rd Or) <ö*M (& ) folgt. Andererseits ist <Rd Pr) < < BM (= R zZ). 


also insgesamt <Rd(&* + B2)) < BM 2 daher 


>) 
R R R 
Rang M (z) = Rang M (5) = Rang M (2) 
Wir haben damit die Bestimmung des Rangs von M (>) auf die einfachere Auf- 


gabe zurückgeführt, den Rang von M (>) zu bestimmen. 


4) R ist wegen P? — -0 ein R /B- -Modul, also ein Vektorraum über dem Körper 
vt=-R/B= R/®. Es sei {p,};c1 eine Basis von R über $. Eine Relation 
(4) ap, +" +ap,=d, 


bei der die e, Einheiten in AR oder gleich Null sind, ist dann nur möglich, wenn 
gs ,=m = =Q ist. 
Wir behandeln jetzt zwei Fälle getrennt weiter: 


A. Char. £=p>0, B. Char. £ =0. 
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A. Hier ist t = Rang u() gleich dem p-Grad von & über f. z,,..., 2, seien 


Repräsentanten in A für eine p-Basis von $ über f. Eine Relation 
(2) 2 Oy,n 2 ea; 2 € P; 9, € P* 


ons r 1 
kann nur dann bestehen, wenn alle Koeffizienten o,,...,, = 0 sind. 
Andererseits ist jede Einheit e€ R modulo ® einer solchen Summe kongruent. 
Jedes r € R läßt sich daher in der folgenden Form schreiben: 
rm zZ M.Meac+2 

0s „sp-1 

(i=1,... t) 
Ist r=0, so folgt aus (2) und (1), daß alle vorkommenden Koeffizienten of)... und 
o).., = 0 sein müssen. Das bedeutet, daß die angegebene Darstellung für die Elemente 


von R eindeutig ist. Man erkennt hieraus sofort, daß A der Restklassenring des Polynom- 
rings P*[X,, a {ea nach dem Ideal n ist, das von allen Polynomen X? — a? 
(i=1,...,2), Y,'Y,,(A, Az, € A) erzeugt wird. Nach $ 1 ist daher 
R e. ie 
M (5) ” (,9,8ax. ® ®,har,) Ms, 
wobei M, von allen Elementen der Form p,dY, + p,,dY (A, A, € A) erzeugt wird. 
Es liegt also M, ganz in B| ® RaY}), daher ist 
\jEA 
D A 3 
M (>) =® Rdxu,e M' mit M'’= 8 RadY,/M.- 
P* i=1 1E A 
Ein homomorphes Bild von M’ ist ® RaYı/®( ® RaY}) = ® #dY,. Wäre nun die 
3EA EA EA 


Indexmenge A nicht endlich, dann wäre ® fdY, nicht endlich erzeugbar. Weil 
AEA 


P pP 
lich erzeugbar sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es sei also 


Rang ® = Rang (B/O* + BP) =s, alo P=«pu....D). 
Dann hat auch M’ den Rang s und es folgt 


dieser Modul aber homomorphes Bild von M (>) ist, könnte auch M (2) nicht end- 


R R 
Rang M (>) = Rang (5) =s-+t. 


B. Wenn Char. & = 0 ist, ist 8 über f separabel und es gibt nach [8], Satz 1a, 
da R wegen ®® = 0 ein kompletter lokaler Ring ist, einen zu 8 isomorphen Unterkörper 
von R, welcher P =? umfaßt. Wir, bezeichnen ihn ebenfalls mit 8. Es ergibt sich sofort: 

R=8e®Ap 
4€EA 
und 


M (4) = @ RdY;|/M,, 
8 1EA 


mit M, wie inA. M (£) ist andererseits homomorphes Bild von M (3): 


| ‘) u. u(F)ıchas) 
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und hat daher endlichen Rang s. Wie unter A. folgt, daß A endlich sein muß, und zwar 
aus s Elementen bestehend: R = (Pu :-4Pod, M (£) = (dpy- dp). 


u(®) =M (3)/ (RAR) habe den Rang it und werde von den Differentialen 
ER dx, erzeugt. £,,-.., 2, seien Urbilder der x; in R. Dann ist 


R u e- R 
M (5) = Ydn,,...,dn) + (RaR = (de... „dr, dp... ..dp> + ®M (3) 


also nach Hilfssatz 1: 
(5) = (dr.,....den dp... dp). 


Wendet man jetzt noch Hilfssatz 2 mit M, = <Ra®y, M, = (RdR) an, so folgt 


Rang M (5) Rang (5) => +1, q. e.d. 


Anmerkungen zum Beweis des Rangsatzes: 

1. Ist &/f separabel, so kann der Beweis auch wie in B. geführt werden, weil der 
dort benutzte zu 8 isomorphe, in R enthaltene Körper, der B umfaßt, dann auch existiert 
([8], Satz 1a). In diesem Fall gilt der Rangsatz daher auch mit Q = (® rn P) R anStelle 
von Q*. 

2. Weiterhin kann man aus dem Beweis des Rangsatzes entnehmen, daß ein mini- 


males Erzeugendensystem von M (>) von den Differentialen dx,, .. ., dzı, dpı, -. ., dp, 


gebildet wird, wobei z,,..., 2. Repräsentanten in AR für eine separierende Transzen- 
denzbasis (im Falle separabler Erzeugbarkeit) oder für eine p-Basis von ® über f 
bilden (wenn Char. & >0) und p,,...,ps Repräsentanten in ® für eine Basis von 
B/O+ BP? bzw. P/O*+ BP? sind. 

Der Rang eines endlichen Moduls M über einem Stellenring R kann auch mit 
Hilfe der Fittingschen Determinantenideale des Moduls charakterisiert werden. Es gilt 
nämlich 

Satz 2. Der Rang r von M ist die kleinste natürliche Zahl derart, daß d,(M) = (1) ist. 

Beweis: Wir nehmen an, es sei M=Rw, ++ Rw,, wobei w,,..., %, ein 
minimales Erzeugendensystem von M sei. In der zugehörigen Matrix (2) von $ 1, die zur 
Bildung der Fittingschen Determinantenideale heranzuziehen ist, tritt dann keine Einheit 
von R auf. Denn andernfalls bestünde eine Relation 


s3Ww+''' +50 =0 (€ R), 


wobei mindestens ein s, eine Einheit in R wäre. Dann könnte aber das zugehörige w; 
durch die übrigen ausgedrückt werden, im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalität 
des Systems w,,...,%,. Da somit alle Koeffizienten der Matrix (2) in ® liegen, ist 
d,_(M)<=®; d,(M) = (1) gilt-aber nach Definition. 

Für die Differenten von R über P bedeutet dies: Es ist 


du<® für i< Rang u(F) + Rang (B/O* + 9), 


d4=(i) für i> Rang M (%) + Rang (B/O* + ®9). 
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$ 3. Die Primidealteiler der Differenten in beliebigen Ringen. 
Von jetzt ab soll R wieder ein beliebiger Erweiterungsring des Grundrings P sein, 


wobei nur vorausgesetzt wird, daß M (3) endlich erzeugt ist, so daß die Kählerschen 


Differenten von R über P existieren. 
Wir wollen notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angeben, wann ein 


Primideal ®< AR eine Differente d, (>) teilt. Dazu gehen wir zum (verallgemeinerten) 


Quotientenring R’ = R, über, wobei 5 die Menge aller s€ R ist, die nicht in ® liegen. 
R' ist ein Stellenring mit dem maximalen Ideal B’ = ® A’ (vgl. Northeott [6], 44—48; 
ebenso für weitere stillschweigend benutzte Tatsachen aus der Theorie der verallgemeiner- 
ten Quotientenringe). Nach Satz 1 folgt sofort: ® teilt genau dann die Differente 
d; (7): wenn ®’ die Differente d, (5) teilt. 
P Ps 

Setzen wir P,=P',® =R/W%,t = P'/|® nP' und D* = (® rn P'[R"P])R, 

wobei p die Charakteristik von &' ist, so folgt aus dem Rangsatz in Verbindung mit Satz 2: 


Satz 3. Notwendig und hinreichend für d, (2)s PBisti<s+t mit 


s — Rang (B’/O* + B), t = Rang (3) 

Ist R ein Integritätsbereich, so ist das Nullideal Primideal. ®’ ist dann der Quo- 

tientenkörper von RA, f' der von P unds=(0. Als unmittelbare Folgerung aus Satz 3 
ergibt sich somit: 


Satz 4. Ist R ein Integritätsbereich mit dem Quotientenkörper K, ist k der Quotienten- 


körper von P und m der Rang von M (z)- so ist 


(>) ER (7) -0, du (5) +0. 


Ist speziell X eine separable algebraische Erweiterung von k wie in allen Beispielen 
der Einleitung, so ist schon d, (2) +0. 
Wir wollen ein Primideal ® eines Ringes R träge bezüglich P nennen, wenn 


=D" +B" und M () = ( ist. Satz 3, auf die O-te Kählersche Differente ange- 


wandt, liefert dann sofort den 
Difterentensatz. Ein Primideal ®< R ist genau dann nicht träge bezüglich P, 


wenn dy (>) <# ist. 
Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Trägheitsdefinition in einigen Spezial- 
fällen ausdrückt und insbesondere, daß sie in den Beispielen der Einleitung mit den 
dort angegebenen Definitionen äquivalent ist. 
Zunächst betrachten wir den Fall, daß der Restklassenkörper $’ endlich über F’ 


ist. Dann ist M (F) = (0) damit gleichbedeutend, daß ®’ über f’ separabel algebraisch 
ist. Nach Anmerkung 1 zum Rangsatz darf dann Q*’' durch ©’ = (®’n P') R' ersetzt 
werden. Es ist in diesem Fall also ® genau dann träge, wenn ®’=D’+%®% und ® 
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über f’ separabel algebraisch ist. Gilt überdies in R der Teilerkettensatz, dann auch in R', 
und nach Hilfssatz 1 ist dann ®’ =D’ + PP’? mit ®’ = DO’ äquivalent. 

Es ist &® = Q(R/®) und !=0Q(P/®r P). Ferner ist O’ das Erweiterungsideal 
vonü=(®rP)Rin R'. Zunächst ist OR’ < DO klar. ©’ wird von Elementen aus ®’n P' 
erzeugt. Läßt man bei diesen Elementen die Nenner weg, so erhält man ein neues Er- 
zeugendensystem für ©’, aus Elementen von ® r P bestehend. Also ist auch V’<OR' 
und damit DO’ = OR. 

Wenn in R der Teilerkettensatz gilt, so läßt sich OÖ als unverkürzbarer Durchschnitt 
von Primäridealen schreiben: 


D=Qın:nd, 


wobei ®,, - - -, PB: die zugehörigen Primideale seien. Setzen wir noch voraus, daß AR ganz- 
algebraisch in bezug auf P ist, so gilt: 

a) Unter den ®,; kommt kein echtes Primunterideal von ® vor, 

b) ® = ®; für geeignetes i; das zugehörige OÖ, ist eindeutig bestimmt. 

Denn wenn ®, ein echt in ® enthaltenes Primideal ist, so ist wegen der Ganzheit 
von R über P auch ®, rn P echt in ® r P enthalten. Für ein Primärideal DO, zu ®, gilt 
dann erst recht U,nP<eW, nPe®rP=DrP, und daher ist A<QD, unmöglich. 

In R’ gilt =D rn: OD, wobei die DO; die Erweiterungsideale der O, sind. 
Wegen a) sind alle diese Ideale O; = R’ bis auf höchstens eines, welches Primärideal 
zu ®’ ist. Wegen DO’< ®’ muß auch mindestens ein solches Ideal dort stehen. Es ist somit 
DO’ = D;, daher ® = BP, und 9, ist eindeutig bestimmt. 

P ist somit genau dann träge bezüglich P, wenn DO; = ® und £ = Q(R/®) eine 
separable algebraische Erweiterung von {= ((P/®r P) ist. 

Läßt sich in R sogar jedes Ideal als Produkt von teilerfremden Primäridealen 
schreiben und ist Q=&, : * : Q. die Darstellung von Q mit den zugehörigen Primidealen 
Pr, -, Br, so ist ® gleich einem der ®; (dazu braucht nicht vorausgesetzt zu werden, 
daß R über P ganzalgebraisch ist). Auch hier ist ®’ = © mit ® = 9, gleichbedeutend. 

Diese Betrachtungen erläutern den Trägheitsbegriff in einigen wichtigen Sonder- 
fällen und zeigen, daß er in der Tat in den Beispielen der Einleitung (auch im Falle der 
van der Waerden-Artinschen Idealtheorie) mit dem dort angegebenen äquivalent ist. 

Als eine weitere Folgerung aus Satz 3 wollen wir jetzt das Kriterium von Zariski 
(vgl. [9], S. 74) herleiten. Es sei dazu AR eine affine k-Algebra (d.h. Restklassenring 


eines Polynomrings in endlich vielen Unbestimmten über einem Körper k nach einem 


Primideal). Ist p die Charakteristik von k, so setzen wir P=kr(k’=k). M (>) soll 


endlich erzeugt und d die erste von Null verschiedene Kählersche Differente von R 
über P sein. 

Nach Satz 4 ist d = d„ (>) mit m = Rang M Cr Damit ein Primideal ® aus 
R Teiler von d ist, ist nach Satz 3 notwendig und hinreichend, daß 


(4) Rang u (2) < Rang u) + Rang$'/O* + ®” 


k hP 

ist, wenn ®’ wieder das maximale Ideal des Stellenrings RA’ zu ® bezeichnet und 
D* = (Pr kr[R'r]) R' ist. Da D* < Pr für p >0 und D* = 0 für p = 0 gilt, folgt 
PB /O* + Br = P/P. Wir setzen Q(R) = K, Q(R|R) = K. Dann ist 
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p-Grad j- ee z + p-Grad 2 


(für die letzte Gleichung vgl. [9], S. 73, Lemma 1) und dieselbe Beziehung gilt mit 8 
an Stelle von K. (1) ist daher äquivalent mit 


Er für p = 0 
für p >0, 


K a! ’ 
(2) Rang u) — Rang u(,) —= dim „Ya dim j < Rang (P'/®). 


Nun ist aber diın = — dim 3 = dim R' und dim R’ < Rang (®’/®’?) gleichbedeutend 
damit, daß AR’ nicht regulär ist. Wir haben damit gezeigt: 

Satz 5. k sei ein beliebiger Körper der Charakteristik p=Z0 und R eine nullteilerfreie 
affine k-Algebra, für die M nn endlich erzeugt sei. d sei die erste von Null verschiedene 
Kählersche Differente von R über kr. Dann ist d< ® damit gleichbedeutend, daß der Stellen- 
ring R' zu ® nicht regulär ist. 


Folgerung: R' ist genau dann regulär, wenn M (Fi freier R’-Modul ist *). 


Das ergibt sich unmittelbar aus Satz 5 mit Hilfe von Satz 1. 


$ 4. Noethersche Differente. 


Der folgende Teil der Arbeit ist der von E. Noether definierten Differente gewidmet 
(vgl. [5], 4—21). Es wird ihre Beziehung zur 0-ten Kählerschen Differente untersucht 
und gezeigt, daß der Differentensatz in sehr allgemeinen Fällen auch für die Noethersche 
Differente gilt. In einigen Fällen folgt er dann auch für die Dedekindsche Differente. 

Dieser vorbereitende Paragraph dient dazu, Definition und wichtigste Eigenschaften 
der Noetherschen Differente anzugeben. In der Definition wird das von E. Noether 
benutzte direkte Produkt zweckmäßigerweise durch das tensorielle Produkt ersetzt, weil 
das direkte Produkt, wenn es existiert, mit dem tensioriellen Produkt übereinstimmt. 
Die Noethersche Differente ist dann für beliebige Ringe A, P definiert und man erhält 
sie so: 

Man bilde das tensorielle Produkt R ®, R und in ihm das Ideal %, das von allen 
Elementen der Form r8 1 —1®8r mit rE R erzeugt wird. N heißt Differenzenideal. 
H:R®,R-R sei der Homomorphismus, bei dem das Tensormultiplikationszeichen 
durch das Multiplikationszeichen in AR ersetzt wird (Kern (H) = N). 


Definition: Unter der Noetherschen Differente von R über P verstehen wir das Bild 
des Idealquotienten 0: beim Homomorphismus H: 
R 
A) p' (2) — H(0: 9). 
Das Ideal 0:N aus R ®, R wird auch Differenzenquotient genannt. 


Neben diese invariante Definition tritt eine zweite, die auf eine Erzeugung von R 
über P Bezug nimmt und aus der man die Verwandtschaft der Bildung von d, (2) mit 


dem Differentiationsprozeß erkennt. 


*) Anm, bei der Korrektur: Dies gilt auch, wenn M (4) nicht als endlich erzeugt vorausgesetzt wird. 
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R entstehe aus P durch Ringadjunktion eines Systems x,;(A € A) von Elementen: 
‚R = P[x] = P[X;]/n. 
Dann ist 
R®e,R=R®,(P[X,]/n) =(R® P[X,)/(R ® n) = R[X,]/nR[X,]. 


Das vollständige Urbild des Differenzenideals % in R[X;] ist das Ideal, das von allen 

Polynomen X, — x, erzeugt wird; das vollständige Urbild von 0 ist das Ideal nA[X;], 

daher von 0: der Idealquotient nR[X,]: (Xı — 2.) acer); Der Homomorphismus von 

R[X;] auf R®,R liefert mit H: R®&, R> R zusammengesetzt den Homomorphismus 
H : R[X;]> R mit dem Kern (X, — z,). Es gilt somit 


X,>2 
(2) )- H (RX): (X — 2). 
I$z; 


Die Entstehung der Noetherschen Differente aus einem Differentiationsprozeß läßt 
eine nahe Verwandtschaft von d, mit den Kählerschen Differenten vermuten. Ein weiterer 


Grund besteht darin, daß der Differentialmodul M (>) mit dem Differenzenideal N zu- 


sammenhängt. Es ist nämlich 
R 


(3) M (7) — NR. 


Dabei ist N/N? nach folgender Vorschrift als R-Modul aufzufassen: Eine Restklasse von 
N/N: wird mit r€ R multipliziert, indem man einen Repräsentanten mit r ® 1 multi- 
pliziert und dann wieder zur Restklasse übergeht. 

Beweis von (3): Das vollständige Urbild von N? in R[X;] ist das Ideal, das von 
allen Elementen der Form (X, — 2,) (X, — z,) mit A, A, € A und den Elementen 
von n erzeugt wird. Daher ist 

NN = {X — nz} /(X, — 2) (X, — 2)}+ nR[X,]). 
n werde von einem System F,(X,) von Polynomen aus P[X;] erzeugt (v€ N). Indem man 
die Polynome nach Potenzen von X; — 2; entwickelt, dann modulo {{X,— 2,)(X,— z,,)} 
rechnet und das Bild von X, — x, mit dX, bezeichnet, erkennt man: 


-öF 
3°: v 
NN = © RaX;| = aXı >. 


So gewinnt man aber nach $4 den Differentialmodul M (>)- 


Schließlich hat E. Noether gezeigt (vgl. [5], S. 19), daß ihre Differente in folgendem 
Fall mit der Dedekindschen Differente übereinstimmt: P sei ein Integritätsbereich, der 
in seinem Quotientenkörper k ganz abgeschlossen ist, R sei ein P umfassender Integritäts- 
bereich, der eine endliche (linear unabhängige) P-Modulbasis besitzt und dessen Quo- 
tientenkörper K endlich separabel algebraische Erweiterung von k ist. Durch Nenner- 
aufnahme (vgl. den später folgenden Satz 7) schließt man daraus sofort, daß die Diffe- 
renten auch dann übereinstimmen, wenn P ein Dedekindscher Ring und R ein endlich 
erzeugter P-Modul ist, und daß sie quasigleich sind, wenn in P und R die van der Waerden- 
Artinsche Idealtheorie gilt. 

Andererseits weiß man aber auch, daß die 0-te Kählersche und die Dedekindsche 
Differente übereinstimmen, wenn unter denselben Voraussetzungen über k und X wie 
oben sowohl P als auch R Dedekindringe sind. Für diesen Fall steht also die Überein- 
stimmung aller drei Differenten fest. (Zur Übereinstimmung von O-ter Kählerscher und 
Dedekindscher Differente vgl. das Referat von F. K. Schmidt über [3] im Zentralblatt 
f. Math. 53, S. 20ff.) 
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$ 5. Über die Äquivalenz der Differenten. 


Zwei Beispiele am Ende dieses Paragraphen werden zeigen, daß es nicht zu erwarten 
ist, daß zwei der Differenten in wesentlich allgemeineren Fällen als in den am Schlusse 
von $4 erwähnten übereinstimmen. Es kann jedoch bewiesen werden, daß die O-te 
Kählersche Differente und die Noethersche Differente d, in sehr allgemeinen Ringen in 
folgendem Sinne äquivalent sind: 

Definition: Zwei Ideale Y und ® aus AR heißen äquivalent, wenn sie dieselben Prim- 
idealteiler besitzen. 

Satz 6. R gehe aus seinem Grundring P durch Ringadjunktion endlich vieler Elemente 


hervor. Dann sind d, (>) und dy (>) äquivalent. 


x 


Beweis: Es sei R= P[x,,...,2.] = P[X,-.., X„]/n, wobei das Ideal n von 
einem System G,(X,, . - ., X„) von Polynomen aus P[X,,..., X„] erzeugt werde (A € A). 
Jedes G, läßt sich in R[X,,..., X„] nach Potenzen von X,— x; entwickeln. Wegen 

H (G)) = 0 kann man eine Zerlegung folgender Art finden: 


(1) G, = GI(X, —2)+°'.+ G(X, —1,) 


GO ERIK... Xu), H (CM) = @er 
Greift man nun n beliebige Gleichungen (1) heraus (A = A,,..., A„), so kann man 
nach der Cramerschen Regel folgern: 


1 
CD, 


ER eh 
i-te Spalte 
Durch Entwickeln der Determinante rechts nach der i-ten Spalte sieht man: 


(X, — z,) I] © WE... G,}= BE 2.0 04 a G=1,...R), 
was damit gleichbedeutend ist, daß 

Ic | EenR[X,--, X,1:{X, —2u-.:., X, — 2} 
ist. Dann ist aber 


0G 
a de2) = |72.\ € (>). 


x 0X pP 


); 


0G 
Nach $ 1 wird aber d, von allen Determinanten eg erzeugt. Daher ist d,< d,.: 
k 


Nach $4, (3) ist M () —R/R®. Der Annullator von N/N? als R-Modul ist das Ideal 


HN: N) = U. Wegen 0:NEN?:N ist dann d,<d,<N. Andererseits ist aber nach 
Fitting (vgl. [1], Satz 3) eine Potenz von X in d, enthalten: Ar <d,<d,<X. Hieraus 
folgt die Äquivalenz aller drei Ideale. i 

Daß Satz 6 nicht richtig zu sein braucht, wenn R aus P nicht durch Ringadjunktion 
endlich vieler Elemente gewonnen werden kann, hat R. Berger an einem Beispiel gezeigt). 
Wir zeigen noch 


ach Yr Berger, Über verschiedene Differentenbegriffe (erscheint demnächst in den Sitz.ber. d. Heidelberger 


23* 
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Satz 7. R gehe aus P durch Ringedjunktion endlich vieler Elemente hervor. R; sei 
der (verallgemeinerte) Quotientenring von R mit der Nennermenge S. Dann ist 


R R 
du (p,) = Rear (7). 

Beweis: Wir benutzen die Tatsache, daß R,®,, R; zum Quotientenring (R®,R), 
von R®,R mit der Nennermenge $’, die aus allen Elementen der Form s®1,1®s, 
(s®84)(1®s) mit s, s€ES besteht, isomorph ist, daß wir also nach der Regel 
Agl_ I @ Ta rechnen dürfen. Wegen 
Be 9 

Far (r8l1—18r) 18 s)—(s81—IPB5)(l®r) 
$ s (s®8 1)(1®8s) 





erkennt man sofort, daß das Differenzenideal X’ von (R®,R), gleich dem Erweiterungs- 
ideal von % ist. 


Ist H': R,®,. R,> R, der durch H’ Ag’ N} gefinierte Homomor his- 
S, Ss Ss ” Sg 5155 pP 


mus, so gilt für «€ R®,R, BES’ gerade H’ (7) - u Es folgt: Ist «ER ®,Rein 


Element mit «R = 0, so gilt auch «®’ = 0, wenn das Bild von «in (R ®, R),, ebenfalls 

mit « bezeichnet wird, daher H’(«) €dy (5 und soniit.d, (IR, Ed, (72)- 
Ps pP Ps 

Ist umgekehrt 3 ein Element aus R,&,, R, («€ Re R, BES’) mit g® =(, 


so folgt «NR <n, wobei n das Ideal aller Elemente veR®öR ist, für die es ein s’ in S’ 
mit /»= 0 gibt. Da R aus P durch Ringadjunktion endlich vieler Elemente hervor- 
geht, ist N endlich erzeugt. Daher gibt es ein s!€$’ mit !aNR=0. Es ist also 


H(s’o) €dy (2): somit H’ (3) ed, (2) R,. Damit hat man d, (2) <d, (Z)Rs end 


P 
Die Äquivalenz von O-ter Kählerscher Differente und Noetherscher Differente und 
damit die Gültigkeit des Differentensatzes auch für die Noethersche Differente ist jetzt 
für alle Ringe bewiesen, die aus dem Grundring durch Ringadjunktion endlich vieler 
Elemente und anschließende Nenneraufnahme hervorgehen. 
Es folgen die beiden angekündeten Beispiele. Zunächst 


folglich d, (23) BY (>) %s- 


Beispiel 1, das zeigen soll, daß d, und d, schon für Ordnungen in Zahlkörpern 
verschieden sein können. 


4 —, 
Es sei k der Körper der rationalen Zahlen, X = k(/2). P sei der Ring der ganzen 
rationalen Zahlen und R die Ordnung 


6;;, j “ 
R=P-1A®@P-2y2@P-2y2®P-2y2®. 
Nach dem am Schlusse von $ ? Gesagten ist d, (2) gleich der Dedekindschen Differente 
d, (2) | 
4. Bestimmung der Kählerschen Differente: Es ist 
R = P[u, v, w] = P[U, V, W]/n 
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a 
(u= 22,0 = 22°, w=2r°, x =y2, U, V, W Unbestimmte), wobei das Ideal n von 
den Polynomen U? —2V, V?— 8, W®—4V, UV —2W, UW—8, VW —-4AU erzeugt 
wird. Nach dem in $ 1 angegebenen Rezept errechnet man hieraus leicht 
d, = (2°, 2°2, 2°2°, 2°29). 

2. Bestimmung der Dedekindschen Differente: Eine P-Modulbasis des Komple- 
mentärmoduls AR’ von R erhält man nach E. Noether (vgl. [5], S. 16) durch Auflösung 
des linearen Gleichungssystems 

1, 27, 228, 2x? z, 1 
1, 2iz, —222, —2ir®)[z,|_[0 
4, —2ız, 222, —22°? I\z,] 10 
1, —2ir, — 22, 2ir®/ \x, 0 
Es ergibt sich R = PL@P-1 @P-1.®P-L.. Die Dedekindsche Differente von 
[7 "X A ec” X 
R über P besteht nun aus sämtlichen Elementen von A, die, mit allen Elementen von R’ 
multipliziert, wieder Elemente von AR ergeben. Man erhält d, = (2°, 2°x, 2522, 242°) + d,. 

Beispiel 2 dient dazu, zu zeigen, daß auch die Noethersche und die Dedekindsche 
Differente in sehr einfachen Fällen voneinander verschieden sein können. Die explizite 
Berechnung der Noetherschen Differente (die i. A. schwierig ist) wird in diesem Beispiel 
nicht nötig sein, da man mit der Betrachtung des Differentialmoduls auskommt. 

Es sei Z der Körper der rationalen Zahlen, P = Z[u, v] der Polynomring in zwei 
Unbestimmten u, v über Z, ferner k=Z(u,v), K=k(yu), R= P[uyu, vyu], 
R* = P[yu]. 

R läßt sich als P-Modul in der Form 

(2) R=Pe(Px:+ Py) mit x = uyu, y = vyu 
und als Restklassenring eines Polynomrings in der Form 

R= PI[X, Y]/n 


schreiben, wobei n von den Polynomen X? — u?, Y?2— uv?, XY — u®, vX—uY er- 
zeugt wird. 
4. Untersuchung des Differentialmoduls M (2): Es ist 
(5) — Rdx + Rdy = RdX ® RdY|M,, 


wobei der Untermodul M, von RdX & RdY von den Elementen xdX, ydY, ydX + zdY, 

vdX — udY erzeugt wird. Wegen (2) erzeugen diese Elemente und ihre Produkte mit x 

und y gerade M, als P-Modul. Man erkennt aus dieser Tatsache und aus (2) sofort, 
R 


daß M (>) als P-Modul direkte Summe zweier P-Untermoduln ist: 


M (5 — (Pdx + Pdy) © (Pxdx + Pydz + Pydy). 


Der erste direkte Summand kann in der Form PdX ® PdY|M; geschrieben werden, 
wobei M, von den Elementen vdX — udY, u?dX, u?vdX, uv?dX, v?dX erzeugt wird. 


2. Berechnung der Dedekindschen Differente: Ein Element x € K liegt ge- 
nau dann im Komplementärmodul AR’ von AR, wenn Spur (xr) € P für aller E R ist. 
Wegen (2) genügt es, r = 1, x, y zu nehmen. Nun ist aber Spur (x2) = u - Spur (x/u), 
Spur (xy) = v - Spur (ya). Damit beide Elemente in ? enthalten sind, ist notwendig 
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und hinreichend, daß Spur (#yYu) € P ist. Dies bedeutet, daß AR’ auch gleich dem Kom- 
plementärmodul von AR* ist, für den man eine P-Modulbasis als Lösung des linearen 
Gleichungssystems 


(1 yu\(zı\ _{i 
1, —yu/\z) \0 
gewinnen wird. Also gilt R'’ = P@ Po Es ergibt sich d, = (z, y, u°, uo). 


3. Verschiedenheit von Dedekindscher und Noetherscher Differente: d, (>) kann 


nicht gleich d, (2) sein, denn sonst müßte d,, wie aus dem Beweis von Satz 6 hervor- 


geht, im Annullator von M (>) enthalten sein. Nun liegt aber z. B. u? sicher nicht im 


Annullator von M (>) ‚ wie man aus der unter 1. angegebenen P-Moduldarstellung 


von M (2) entnimmt. 

Es sei noch erwähnt, daß R. Berger ein entsprechendes Beispiel für die Verschieden- 
heit von d, und d, angegeben hat, wo neben P auch noch R ganz abgeschlossen in seinem 
Quotientenkörper ist (P und R mit van der Waerden-Artinscher Idealtheorie). In diesem 
Beispiel sind d, und d, nicht einmal äquivalent im Sinne unserer obigen Definition 
(daher auch nicht d, und d,), weshalb der Differentensatz für d, nicht gültig sein kann 
(sondern nur der abgeschwächte Differentensatz nach Einführung der Quasigleichheit). 
Die Gültigkeit des Differentensatzes für die Dedekindsche Differente beschränkt sich 
also auf Ordnungen und Hauptordnungen über Dedekindringen. 


Zum Schluß möchte ich nicht versäumen, meinem Lehrer, Herrn Prof. F. K. Schmidt 
sowie Herrn Dr. R. Berger für wertvolle Hinweise zu dieser Arbeit herzlich zu danken. 
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Proprietes des homomorphismes appliquant 
un demi-groupe D sur un autre, D, ou sur un groupe, G. 


AM. Wolfgang Krull, & l’occasion de son 60° anniversaire. 


Par Paul Dubreil ä Paris. 





1. D’interessantes recherches de P. Lefebvre, consacr&es notamment aux demi- 
groupes possödant des id&aux ä& droite minimaux et des id&aux & gauche minimaux, 
etudiss par Clifford, ou, ce qui revient au möme, des complexes nets ä droite minimaux 
et des complexes nets A gauche minimaux, m’ont amend & examiner d’une fagon syst&- 
matique le comportement dans les homomorphismes de quelques proprist&s intervenant 
couramment dans la thöorie des demi-groupes. 

Ces proprist&s (unitaire, fort, net, symötrique) sont celles qui appartiennent en bloc 
au noyau d’un homomorphisme appliquant un demi-groupe D sur un groupe G (voir par 
exemple mon Alg&bre, chap. V, B). Ici, nous les envisagerons isolöment et nous consi- 
dererons en premier lieu (N? 2) les homomorphismes les plus generaux, appliquant D sur 
un demi-groupe D; ceux qui appliquent D sur un groupe G seront &tudies au numero 3. 


J’avais d&ja indiqu& (Comptes rendus Acad. Sc. Paris, 215 (1942), 239) des formes 
generales des th&or&mes d’isomorphisme, faisant intervenir les &quivalences rögulieres. 
L’application aux demi-groupes paraissait peu aisee parce que les &quivalences principales 
d’un cöt& ne sont qu’un cas tr&s particulier des &quivalences regulieres de ce cöt&, et de 
plus le complexe intervenant dans leur definition n’est pas en general une classe. 

Malgr& cela, et a condition de se limiter dans la plupart des cas au couple form& 
par un complexe H de l’image homomorphe D ouG et par son image inverse H dans D, 
on peut obtenir les propri6tes pr&cises qui font l’objet de cet article. Pour ötre complet, 
j’ai mentionne dans cet ordre d’idees une proposition non encore publi6e de M. Chaudhuri 
(theor&me 1) et, avec sa d&monstration, un th&oreme de M. Lefebvre (th&or&me 5). Je 
rappellerai aussi qu’en d&terminant ä quelle condition un complexe A d’un demi-groupe D 
est une classe suivant une öquivalence röguliöre, Mme. Guillemot-Teissier a mis en &vidence 
deux types intöressants de relations d’öquivalence et obtenu, pour l’un d’eux, un thöor&me 
d’isomorphisme (Comptes rendus Acad. Sc. Paris, 232 (1951), 1987). 

2. Soit: 

(«) DvD=aD 


un homomorphisme appliquant un demi-groupe D sur un demi-groupe D. 


H &tant un complexe de D, il sera commode de dösigner par K,K',... des com- 
plexes de D tels que 


aK =al'’=---=-H 
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et par H l’image inverse (r&ciproque) de H: 
H=a-H={z; zED, ax € H}. 
H est satur& par rapport & l’&quivalence d’homomorphisme; il contient tout K verifiant 
aK=Hetonaafl=H. 
Theoröme 1 (Chaudhuri). H et H sont en möme temps unitaires 4 droite (respective- 


ment dans D et dans D). 
Des proprietes analogues concernant les complexes nets ou forts et les &quivalences 
principales resultent des lemmes suivants: 


Lemme 1. Pour tout complexe K de D et tout element x de D, on a 

(1) a(K.xz)<aK. oe. 

Si en effet gE K.' x, c'est ä dire zg€ Kona 

ar-aqgeaK, ageaK. ar. 
De (1) resulte a 

(1’) K.azsarllak.oar) =a-ı(H. or). 

Lemme 2. Pour tout complexe H de D et tout &löment x de D,on a (en posant toujours 
H=«-!H): 

(2) H-x=a-.H. ax). 

D’aprös (1’) le premier membre est contenu dans le second. Soit alorsr € «-! (H - «=) 
c’est A dire ar € H . ax ou a(ar) €H, ilen rösulte € a-"H = H,doner€ H. x.Ona 
bien l’Egalite (2). 

Thöoröme 2. 1°) Soit W, le residu ä droite d’un complexe K; on a: 

(3) W;2a'W,x 
par consequent, si K est net a droite dans D, «K est net a droite dans D. 

2°) Pour H=a-!H,ona: 

(4) Wu, = a"W;- 

Si H est net & droite dans D, son image inverse H est nette a droite dans D. 


41°) Si x verifie «K ax = P, c’est A dire am € W,;, vu z€Ea-!W,;,, on a, d’apres 
(1), K-x2=9, done zeW,,ce qui &tablit (3), d’oü resulte immediatement que, si Ä est 
net & droite dans D, «K l’est dans D. 

2°) D’apres (2), six € W„, c’estädiresiH .. x = ®, on a necessairement H-ar=9 
done ax€ W;,x€ a ""W5;.OnadoneW„=W,_ı#< a ""W; , d’ou, d’aprös (3), l’egalite (4). 
Il en resulte que H et H(= «-'H) sont nets dä droite en möme temps. 


Pour ötudier la correspondance entre les &quivalences principales ä droite A,-ı, 
et Az, nous utiliserons une generalisation connue du premier theor&me d’isomorphisme. 


Soit d’abord & une application d’un ensemble E sur un ensemble E (ou surjection): 
(«) E>E=aE. 
A toute &quivalence R definie dans E associons dans E l’öquivalence AR) definie par 
z=y(A(R)) si «x = ay(R). 
A(R) contient l’öquivalence d’application € (definie par x = y(@) si «x = ay). 
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Inversement, pour toute equivalence A definie dans E et contenant €, considerons 
l’öquivalence „(#) definie dans E par 


z=y(u(R)) si3x, yEEtels que ar=7T, ay=yetr=y(R). 


On a ul[A(R)] = R, Alu(R)] = R; A et u sont deux bijections inverses, appliquant 
l’un sur l’autre d’une fagon isotone l’ensemble des relations d’equivalence de E et l’ensemble 
des relations d’equivalence de E contenant €. 


Si E et E sont munis de lois de composition que nous noterons multiplicativement, les 
proprietes de regularite (d’un cöte, de l’autre ou des deux) sont conservees par l’application 


A (ou u). Lorsque R et R sont regulieres, on a l’isomorphisme des ensembles-quotients 


E „E SH R=UD. 
R 


Comparons alors les equivalences principales a droite R, dans D, R,; dans D, oü 
H=eB. 

Theoreme 3. On a 

(5) Ru = MRz). 


Soit x = y(A,„) destädireH "x =H .' y. Puisque, d’aprös (2), «(H . x) = H. ar, 
onaH-ac=H. ay, c'est A dire «x = ay(Az), done z= y(A(Rz)); ainsi A,< AR). 

Inversement, soit x = y(A(#z)), c’est ä dire «x = «y(A;) donc H-ax=H. ay. 
Il en resulte, d’apres (2), 4. x =H.yecestädirex = y(A,„). Nous avons A(Rz)< AR,„, 
d’ou Vegalite (5). 

Corollaire. H = @-!H et H sont en möme temps symötriques. 

On a en effet des Egalites analogues & (4) et (5) pour les residus ä gauche et les 
equivalences prineipales a gauche; si H est symötrique, H l’est aussi et inversement. 


Thöoröme 4. Si H est dans D un complexe fort, H = a-ıH est dans D un complexe 
fort, et inversement. 

Posons /=(H.a)n(H.y), I= (H ar) (H ..&y). D’apres (2), / = a-ı] 
(puisqu’une application inverse respecte les intersections). 

Supposons H fort et soit / +9. Alors aI=I+9 ce qui entraine H-ax=H. ay 
d’oü, d’apres (2), Hr xzx=H.y, H est fort. 

Inversement, supposons H fort. Soit (HZ) rn(H +0 (üyeED), 
Considerons deux &l&ments x, y de D tels que «x = z, ay = y; nous avons I+9 

.)ynrH.rg)= a] +9, dne H-xz=H. y d’oü, d’apres (2), 
H.y; H est fort. 

3. Considerons maintenant un homomorphisme 9 appliquant un demi-groupe D sur 
un groupe G: 

(p) DwG=opbD. 


Nous designons toujours par $ = g-!e le noyau de g. 

Le th&or&me suivant, de Lefebvre, apporte une condition nöcessaire et suffisante 
pour qu’un complexe K de G ait pour image pK = H un sous-groupe de G. Nous posons 
H=g-H = €(K), extension satur6ee de K par l’&quivalence d’homomorphisme €. 
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Thöoreme 5. Pour qu’un complexe K de D ait pour image un sous-groupe de G, il 
faut et il suffit qu’il verifie la condition 


(6) vk€eKonaKkiS.k)<H. 


Rappelons la d&monstration: 

1°) Supposons pK sous-groupe de G. Si k et k’ appartiennent a Ket zaS$.'k, on 
akxeS,d’oü p(kx) = pk-pxr =e et par suite p(k’x) = pk’ - (pk)-" appartient A pK; 
nous avons donc k’xz€ gp-!(pK) = H et par consequent K(S.k)<H, vkEK. 

2°) Supposons K(S..k)<H = p-!(pK), vk€ K. Soient k,k' deux &l&ments de 
YK; k,k' deux &löments de X tels que l’on ait: pk=k, pk' =k'; x un &löment 
de S.’ k(+ 9 d’apres les proprietös du noyau 5). Nous avons 

kzeK(S.k)<H 


d’oü 4. ‚px € pH = pK. Comme kx € $ entraine px = k-1, inverse de k dans le groupe 6, 
nous obtenons k’ k-1 € oK vketk'e YK;yYK est bien un sous-groupe de G. 


Remarque. On a aussi la condition necessaire et suffisante symötrique 
vk€eK ($S‘.k)K=H. 


Theoreme 6. Soit U un sous-demi-groupe unitaire de D contenant le noyau S de 
P’homomorphisme g. 

1°) U est sature modulo €; U = €(U) = p-!(pU). 

2°) U a pour image yU = U un sous-groupe de G (dont il est l’image inverse). 

1°) Soit m = u(€) d’estädiree $S’m=S. u +P, puisque S est net. Soit donc q 
un el&ment de D verifiant mgeS<U, ugeS<U. U e&tant unitaire & gauche, il en 
resulte g€ U, U etant unitaire ä droite, m € U. Nous avons done E(U)< U et par suite 


E(V) = 
2°) En tenant compte de la premiere partie et du theor&me 1, on conclut immediatement 


que U est, dans G, un complexe unitaire (& droite par exemple) et par consequent un 
sous-groupe. On peut le voir aussi en utilisant la condition du th&oreme 5. Siu€EU et 
zeS.u, c’est A dire ur€eS< U,on a zE€U et par consöquent S.u< U d’oü 


U(S.u)<U!:<U= E(Ü). 


La condition (6) est verifite et gU = U est un sous-groupe de G. 

Re&ciproquement, un sous-groupe HdeGa pour image inverse dans D un sous- 
demi-groupe H = p-ıH, qui est unitaire et contient le noyau S. Les images inverses 
des sous-groupes de G sont done les sous-demi-groupes unitaires contenant le noyau. Mais 
de plus H est, dans 6; un complexe fort et net; donc H est fort et net!) dans D. Enfin, 
les &quivalences principales A; et ;A, realisant la decomposition de G en classes ä droite 
et en classes ä gauche par rapport & H, ont pour images respectives dans D les öquiva- 
lences principales ä droite A, = A(A;) et a gauche „A = A(z#). Nous pouvons enoncer: 

Thöoröme 7. Les images inverses H, dans D, des sous-groupes H de G sont les sous- 
demi-groupes unitaires contenant le noyau S de l’homomorphisme; ces sous-demi-groupes 
sont en outre forts et nets. On a AR, = AR;z), „A = Az). 


!) Le fait que H est net resulte aussi du fait qu’il contient $ qui a lui-m&me cette propriete. 





Dubreil, Homorphismes appliquant un demi-groupe sur un aufre. 187 


Theor&me 8. Pour que le sous-groupe H soit invariant dans G, il faut et il suffit que 
son image inverse H verifie en outre l’une quelconque des conditions suivantes (&quivalentes 
pour un sous-demi-groupe unitaire contenant S): 

a) H est symötrique, 

b) A,„ est reguliere ä gauche, 

b’) „A est reguliere @ droite. 

Rappelons que H est invariant dans G si Az = zA et seulement dans ce cas. Cette 
ögalite, d’apres le th&or&me 7, entraine l’ögalit& A, = „A et alors, puisque W,„ = „W =b, 
H est symötrique. Comme Z,, est reguliere & droite et „A röguliöre ä gauche, les condi- 
tions b) et b’) sont remplies. 

Inversement, # symetrique implique A, = „A qui entraine Az = z#; si maintenant 
A, est reguliere A gauche, son image u(A,) = Az l’est aussi d’apr&s le premier th&oröme 
d’isomorphisme gen6ralise. Comme A;; admet H pour classe-unite, on a A; =zX puisque 
zR est la seule &quivalence röguliere a gauche, dans G, admettant H pour classe unite. 


Remarque. Si H est sous-groupe invariant de G et si y est P’homomorphisme 
naturel appliquant G sur le groupe-quotient G/H, ’homomorphisme yp applique D sur 


le groupe G/H, et admet H pour noyau, ce qui exige que H soit un sous-demi-groupe 
normal unitaire, en particulier qu’il soit symötrique: on pouvait prevoir ainsi une partie 
du theor&me pröcedent. 





Eingegangen 27. November 1959. 
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Einleitung. 


Bei der arithmetischen Untersuchung algebraischer Funktionenkörper spielen die 
an einer Stelle ganzen Differentiale eine wichtige Rolle. 

Es sei K ein Körper, k ein Unterkörper, D die universelle Derivation von K über k 
mit dem Differentialmodul XDK und $ eine Ordnung von K. Den von den Differentialen 
der Elemente von S erzeugten $S-Untermodul SDS von KDK nennen wir. den „Modul 
der bei 5 ganzen Differentiale von K über k“. 

In der vorliegenden Arbeit wird SDS für den Fall untersucht, daß $ ein diskreter 
Bewertungsring endlicher Stufe und K ein Körper von Primzahlcharakteristik p ist. 
Dabei setzen wir noch voraus, daß K endlich algebraisch über dem Körperkompositum 
Kr.k von Kr und k ist. Wenn K algebraischer Funktionenkörper in endlich vielen 
Unbestimmten über % ist, ist diese Voraussetzung stets erfüllt. 

Über die Struktur von SDS läßt sich im allgemeinen keine befriedigende Aussage 
machen. Bedeutend glatter werden die Resultate, wenn man den Modul SDS zunächst 
universell in einen Modul über einem maximalen Bewertungsring $S > 5 einbettet und 
die Struktur des universellen S-Einbettungsmoduls 5 - DS von SDS untersucht, weil 
man dann die Struktursätze aus [5] zur Verfügung hat. Diese universelle $-Einbettung 
ist ein Monomorphismus. 

Die Struktur von $- DS wird in Satz 12 vollständig bestimmt. Das Resultat von 
Satz 12 wurde für den Fall ein- und zweistufiger diskreter Bewertungsringe bereits in 
[1] mit Hilfe der Fortsetzungstheorie für Derivationen gewonnen. Die vorliegende Arbeit 
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gibt einen direkteren Beweis, bei dem nur die einfachsten Tatsachen über Derivationen 
benutzt werden. 

Die ersten drei Kapitel enthalten eine Zusammenstellung von Sätzen über universelle 
Einbettung, mehrstufige diskrete Bewertungsringe und Derivationen, die beim Beweis 
des Struktursatzes in Kapitel IV gebraucht werden. 


I. Modultheoretische Vorbemerkungen. 


Wir stellen zunächst einige bekannte Tatsachen über Operatorenbereichserweite- 
rungen von Moduln zusammen, die wir in Kap. IV laufend brauchen werden. 


Es seien $ 2 R kommutative unitäre Ringe mit derselben Eins, M ein unitärer R- Modul. 


Definition 1. Unter einer S-Einbettung von M verstehen wir eine R-lineare Abbildung p 
von M in einen unitären S-Modul N. Der von y(M) erzeugte S-Untermodul von N heißt 
S-Einbettungsmodul von M. 

Anmerkung. Ist g eine S-Einbettung von M in den $S-Modul N, A eine S-lineare 
Abbildung von N in einen $S-Modul ZL, so ist auch y = A og eine S-Einbettung von M. 


Definition 2. Die S-Einbettung p von M in den S-Modul N heißt universelle S-Ein- 
beittung von M, wenn sich jede S-Einbettung y von M in der Form y = A o 9 erhalten läßt, 
wobei A eine S-lineare Abbildung ist. Der von p(M) erzeugte S-Untermodul von N heißt uni- 
verseller S-Einbettungsmodul von M und wird mit $ - M bezeichnet. 

Anmerkung. Aus der Definition folgt unmittelbar, daß $ - M bis auf $S-Isomorphie 
eindeutig bestimmt ist. Ferner wird in [2] gezeigt, daß unter den angegebenen Voraus- 
setzungen die universelle S-Einbettung von M stets existiert. Man hat nämlich: 


Satzl1. Es ist $S-M=5®,M, und die universelle S-Einbettung von M wird 
geliefert durch y(x) =1® z€ES®M für alle x&e M.(S® M ist dabei in kanonischer 
Weise als $-Modul aufzufassen.) 


Aus den Regeln für tensorielle Produkte erhält man sofort: 


Satz 2. (Transitivität). Ist T ein kommutativer unitärer Oberring von S mit derselben 
Eins, so gilt T-(S-M)= T-M in natürlicher Weise. 

Satz 3. /st A ein multiplikativ abgeschlossenes System von R, das keine Nullteiler 
für R oder M enthält, A\€A,S = R, der Quotientenring von R bezüglich A, so ist die uni- 
verselle S-Einbettung von M ein Monomorphismus. 

Beweis. Nach [2] besteht der Kern der universellen $S-Einbettung aus allen den- 
jenigen Elementen x von M, zu denen es ein a€E A mit a: = gibt. Nach Voraus- 
setzung über A ist das aber allein die Null von M. 


Satz 4. Sei A, R, $ wie in Satz 3. Sei ferner y eine R-monomorphe Einbettung von M 
in einen S-Modul N. Dann ist y universelle S-Einbettung von M. 


Beweis. Sei p universelle S-Einbettung von M. Dann gibt es also eine S-lineare 
Abbildung A von $S-M in N mit y=4Aog. Seinun z€S-M, A(z) = 0. Da S Quo- 


tientenring von R ist, läßt sich x in der Form x = . -o(y) mit yEM, a€ A schreiben. 


Es folgt: 


Al) = 2:4 P) =: yy) = 0. 


Damit hat man y(y) = 0 und folglich, weil y ein Monomorphismus ist, y = 0 und dalıer 
aucb xz=0.4A ist also ein Monomorphismus. q.e.d. 
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Satz 5. Sei R ein nullteilerfreier Elementarteilerring (s. [4]), $ ein nullteilerfreier 
Oberring, M ein R-Modul, T die Torsion von M, g universelle S-Einbettung von M. Dann 
ist der von g(T) erzeugte S-Untermodul von S - M die Torsion von SM. 


Beweis. Zunächst ist wegen der R-Linearität von p klar, daß die Elemente von p(T) 
Torsionselemente in $ - M sind. Es bleibt zu zeigen, daß sich jedes Torsionselement von 
$- M durch Elemente von p(T) mit Koeffizienten aus 5 darstellen läßt. 

Wir denken uns M dargestellt in der Form M = N/Q, wo N einen von einem System Y 
von Unbestimmten Y, aufgespannten freien R-Modul und Q einen Untermodul bezeichnet. 


Dann ist 
5:-M=258,M=z(5S8,N)/S®Q=N'Q', 


wo N’ den von den Y, aufgespannten freien S-Modul und 0’ den von den Elementen 
von Q in N’ erzeugten S-Untermodul bezeichnet. (Wir fassen N’ als Obermodul von N 
auf, was sicher geht, da $ Oberring von R ist.) Es sei nun z€ N’ Repräsentant eines 
Torsionselementes von N’/Q'. Es gibt dann ein s+0 aus $ mit s-zE€Q', d.h. 


s:z= ti: q mit ,€ES und €. Sei nun N, der endlich erzeugte freie Teilmodul 
i=1 


von N, der von den endlich vielen Y, aufgespannt wird, die man zur Darstellung der g; 
mit Koeffizienten aus R und des x mit Koeffizienten aus S benötigt. Ferner sei Q, der 
von den g; erzeugte R-Modul. Es gilt dann offenbar Q(,<QO rN.. 
Mit N; bzw. Q| bezeichnen wir die von N, bzw. Q, in N’ erzeugten $S-Untermoduln. 
N, ist ein freier R-Modul, Q, ein endlich erzeugter Untermodul, R ein Elementar- 
teilerring. Es gibt also eine Simultanbasis für N, und Q;: 


N= 8 R:Z2,Q = ® Rın Zu riER. 
Es folgt: 
N; = D85'Z, Q, = 85'n'2. 
Nun liegt nach Konstruktion x in N,, s-x in Q@;. Also gilt: 
Mn = 55, 'Z, s;€eS, 
i=1 


s’i = 5s'’s,'Z, = Sv,.r,°Z, mit v€eSs. 
i=1 i=1 
Da die Z, eine Basis von N; bilden, folgt daraus: 
ss, = vr, für alle i. 


In der Darstellung von x braucht man natürlich nur solche Z, zu berücksichtigen, 
für die s; # O0 gilt. Für diese gilt aber dann nach obiger Beziehung r, + 0. Nun ist aber 
ri Z,€Q,<=Q. Das bedeutet, daß diese Z, Torsionselemente von N/Q repräsentieren. 
Es gilt also beim Übergang zu Klassen mod _': 


z=28s:plZ), ZiET. q. e.d. 


Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz 5 gilt: Ist M torsionsfrei, so ist auch 
$.- M torsionsfrei. 

Satz 6. Seien S> R Integritätsbereiche, M ein torsionsfreier R-Modul. Dann ist 
die universelle S-Einbettung von M ein Monomorphismus. Hat außerdem M endlichen Rang, 
so gilt: Rg(M) = Rg($ - M). (Rang = Maximalzahl linear unabhängiger Elemente.) 
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Beweis. K bzw. k seien die Quotientenkörper von 5 bzw. R, 9 universelle $S-Ein- 
bettung von M, u universelle k-Einbettung von M, A universelle K-Einbettung von 
k- M, v universelle X-Einbettung von $- M. Man hat dann nach dem Transitivitäts- 
gesetz ein kommutatives Diagramm: 


Ss-M-— > K-M 


ren 


Be M 


„ ist ein Monomorphismus nach Satz 3. A ist ebenfalls ein Monomorphismus, weil k- M 
als Vektorraum über einem Körper frei ist. Also muß, wegen der Kommutativität des 
Diagrammes, auch 9 ein Monomorphismus sein. Das zeigt die erste Behauptung. Außer- 
dem gilt ersichtlich: 


Rg(M) = Rg(k- M) = Rg(K : M) = Rg(S - M). q. e.d. 


Korollar. Sind y,, . . :, %n € M, linear unabhängig über R, so sind auch p(yı), - - -, 9(Y,) 
linear unabhängig über S. 

Zum Schluß dieses Kapitels zeigen wir noch einen Satz einer völlig anderen Art, 
der im Kapitel IV die Grundlage für die dortigen Rangaussagen bilden wird: 


Satz 7. Es sei R ein allgemeiner Bewertungsring ([6]), 
v eine Nichteinheit von R, 
M ein torsionsfreier R- Modul, 
M=FeZ, 
F endlich erzeugt (also frei), 
Z ein v-Divisionsmodul (d. h. zu jedem a€Z gibt es einb€EZmitta=v-b), 
H ein endlich erzeugter Untermodul von M, 
M|H torsionsfreier v-Divisionsmodul. 
Dann gilt 
Rg(F) = Rg(H). 
Beweis. 1) Rg(F) < Rg(H): Wir setzen zur Abkürzung F' = M/Z,H'’=H -+2Z/2. 
Es ist dann F'= F. Man hat dann einerseits: 
M/IH +Z=(M/Z)(H + ZIZ)\= F'/H' 
ist als homomorphes Bild von F'= F endlich erzeugt. 
Andererseits gilt: 
M/H + Z= (M/H)(H + Z|H) 


ist als homomorphes Bild von M/H ein v-Divisionsmodul. 
F'|H' ist endlich erzeugt. Sei %,, - - -, 4" ein Erzeugendensystem kürzester Länge. 
Da andererseits F'/H' ein v-Divisionsmodul ist, gilt F'/H’ =v-(F’JH'). Es liegt also 
auch %, in v - (F’/H’), d.h. es gibt eine Darstellung 
Yı =4,'0'Yı-t + a9 ya- 
Es folgt: 
M— a0) ı=a0YyH+t'+m td Ya 
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Nach Voraussetzung ist v Nichteinheit des Bewertungsringes R. Also ist 1 — a, v 
Einheit in R und y, läßt sich durch die %,,..., Y„ ausdrücken im Widerspruch zu der 
Annahme, daß die y; ein Erzeugendensystem kürzester Länge bilden. Es folgt daraus: 
F'|H' = (0). 

Daher gilt: #' = H’ und folglich: 

Rg(F) = Rg(F') = Rg(H') < Rg(H), 


weil HZ’ homomorphes Bild von H ist. q.e.d. 

2) Ag(F) 2 Rg(H): H ist als endlich erzeugter torsionsfreier Modul über einem 
Bewertungsring frei. Sei z,, .. ., z, eine Basis von H. Dann ist r = Rg(H). Als Elemente 
von M=F®Z gestatten die z, eine eindeutige Zerlegung 2; = f; + z, mit , € F, z,€Z. 

Wir werden nun zeigen, daß die f,,...,/r über R linear unabhängig sind. Dann 
enthält F mindestens r linear unabhängige Elemente, d.h. Ag(F) Zr = Rg(H). 
Die lineare Unabhängigkeit der f; zeigen wir indirekt: Es gelte eine Beziehung 
a,'’fit'''+a,'fr=0 mit Elementen a;,€ AR, die nicht alle gleich Null sind. Da R 
ein Bewertungsring ist, dürfen wir etwa annehmen, daß a, + 0 ist und a, alle weiteren a, 
teilt. Sei also a; = a, : b, mit b,€E R für alle i. Es folgt: a,  (hhı ++.) = 0 und 
wegen der Torsionsfreiheit von M weiter: f, + +b, fr =. 

Berücksichtigt man nun, daß nach Wahl der f; gilt , = 2, — z,, so ergibt das: 


tb. +. +, 2) ı +6’ 24° +b,° 2. 


Wir nennen dieses Element y. Es liegt, wie man aus seinen beiden Darstellungen sieht, 
sowohl in 4 als auch in Z. Als Element von Z ist y durch » teilbar: 


y=v-y' mit y’€Z. 
Da z,,: - ., 2, eine Basis von H bilden und v eine Nichteinheit von AR ist, ist y innerhalb 
von H nicht durch v teilbar, wie man an der Darstellung 
y-znt+l(b'+'''+b 2) 
sieht. Es gilt also: 
y =0modH,v-y =y=(0 mod H. 


y' repräsentiert also ein Torsionselement von M/H. Nach Voraussetzung ist aber M/H 
torsionsfrei. Die Annahme einer linearen Abhängigkeit der f,; führt also zu einem Wider- 
spruch. q.e.d. 


II. Mehrstufige diskrete Bewertungsringe. 


Definition 3. Ein Bewertungsring S heißt n-stufig diskret, wenn die zugehörige 
Wertegruppe die n-rangige diskrete Gruppe ist. 

Unter der n-rangigen diskreten Gruppe verstehen wir dabei nach [6] die Gruppe, 
die von allen lexikographisch geordneten n-Tupeln (a,,.. ., a„) bei komponentenweiser 
Addition gebildet wird, wo die a, einer additiven geordneten, zur Gruppe der ganzen 
Zahlen isomorphen Gruppe I’ entstammen. 

Wir stellen im folgenden-die wichtigsten Tatsachen über solche n-stufigen diskreten 
Bewertungsringe zusammen. Für nähere Einzelheiten verweisen wir auf [6]. 

Bezeichnet w die Bewertung des Quotientenkörpers K von S, so ist $ charakterisiert 
als die Menge aller Elemente x von K mit w(z) > (0,...,0). 5 enthält genau n + 1 
von S verschiedene Primideale: 


Pa> Pa-ı >> Bı> PB = (0). 
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‚Sie sind charakterisiert durch: 
B;= {r; z&S, w(x) >(0,.. ., 0,41 @i4 3 - - -, u) für alle solchen n-Tupelder Wertegruppe). 
Füri=1,...,n sei nun u, ein Element mit 
v(u,) = (0,...0,1,0,...,0), 


wobei die 1 an i-ter Stelle steht. (Wir nehmen für /’ die Gruppe der ganzen Zahlen.) 
Außerdem setzen wir noch .,ı =1. 


Anmerkung. Esist ®, = S - u„. Die übrigen ®; für i > 1 sind nicht endlich erzeugbar. 

Es sei nun J ein im Quotientenkörper K von 5 enthaltener $-Modul. Entweder ist 
I=K oder es gibt ein u,, so daß nicht alle Elemente von / sich in der Form x - u, mit 
xz€I, wohl aber in der Form y-u,,, mit y€ I schreiben lassen. Man sieht, daß / als 
S-Modul dann isomorph ist zu 


5-45; a,beS, AuD: =%,) füri=1,...,n. 


Ist M ein beliebiger torsionsfreier $S-Modul vom Rang 1, so läßt sich M stets 
S-monomorph in K einbetten (s. a. Satz 6). Daraus folgt: 

Satz 8. Sei M ein torsionsfreier S-Modul vom Rang. Dann ist M isomorph zu 
einem der S-Moduln Sy, i=0,...,n. 

Zum Abschluß dieses Kapitels beweisen wir noch zwei Struktursätze über n-stufige 
diskrete Bewertungsringe, die Verallgemeinerungen eines Struktursatzes von F.K. 
Schmidt für einstufige diskrete Bewertungsringe darstellen. 


Satz 9. Es sei K=k(x) eine einfache Körpererweiterung, S ein n-stufiger diskreter 
Bewertungsring von K mit den Primidealen 


Pa>>Pı>B = (0), 

s=Ssnk, Pı=S(Bınrs), S/Pı=s+t Pıl$ı- 
Hat man dann eine Folge von Elementen x; € S mit 

u=reES, yv— a = 2,18: mü gu, vEes; HEPı 
und setzt man R, = s[x;], so güt: 

R,< R;,, und S = (Ü R,) 45: a,bEU AR, DEP}. 
i=0 a, db i=0 
Beweis. Wir gliedern den Beweis der Übersichtlichkeit halber in mehrere Punkte. 


a) Wir überlegen zunächst, daß man die bei der Herleitung von Satz 8 definierten 
Elemente u, in s wählen kann: Sei u,€ $, dann gibt es wegen S/P®, =s + ®,/®ı ein 
Element v;, €s mit „— v, € B,. Für i > 2 hat man dann: w(u, — v,) > w(u,) und daher 
w(u,) = w(v,). Man!kann also an Stelle der u, die v, €s nehmen. Wegen ®, = $: (®ı rs) 
hat man schließlich u, =z u; mit z€ES; u €(®, rs). Aus w(u,) = (1,0,...,0) folgt 
dann w(u/) = (1, m,, .. .,m,). Sei v, =ul "u;"---u,”%, u,...,u,€s. Dann liegt auch 
v, ins und es gilt w(v,) = (1,0,...,0). Man kann also an Stelle von u, auch v, € s nehmen. 
Wir denken uns daher die u, für die Dauer.des Beweises in s gewählt. 


b) Sei ze ®,r R,. Dann gibt es eine natürliche Zahl m mit 
u 2 (m —a) RR +wR,. 


Beweis. Als Element von A, gestattet x eine Darstellung in der Form x = f(z,) 
mit /(X) €s[X]. Es ist nach Voraussetzung x, = a, mod ®,. Wegen ®,< %. gilt dann 
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diese Kongruenz auch mod ®,. Man hat also: f(a,) = f(x,) =0 mod ®%; in $. Die Kon- 
gruenz gilt dann auch in 5’ = S,, mod ®; = 5’: ®,. Bezeichnen wir mit einem Quer- 
strich die Restklassen modulo ®;, so bedeutet das, daß das Polynom (X) aus s’[X] die 
Nullstelle a, € s’ besitzt (s’ = sg,)- !=- sg,[s' n ®, ist aber ein Körper. Also gibt es eine 
Zerlegung (X) =(X—a)- h(X) mit, h(X) €s’[X]. Beachtet man schließlich noch, 
daß ®; ns’ Hauptideal ist und von u, erzeugt wird, so folgt durch Übergang zu Reprä- 
sentanten aus s’: 


HX) =(X—a)-h(X) + wg(X); h(X), g(X) Es’ [X]. 


Ein beliebiges Element 5 von s’ = s,, läßt sich als g mit y,2€s, 26 ®, schreiben. Es 


gilt daher w(z) <(0,..., 0, mı;ı, 0,..., 0) für hinreichend großes mı+, >0. Daraus 
u"+1 
folgt: ws: s, also auch u/*+!-b€s. Es gibt daher eine natürliche Zahl m derart, daß 


nach Multiplikation mit uy,, alle Koeffizienten von h(X) und g(X) in s liegen. Es folgt: 
u 27 eun Ma)Ee m —a) R+uw.R,. q.0.d. 


c) SixER, 2 € $. Dann gibt es eine natürliche Zahl m mit, 
t 
ur ' X 
ur € Rırr- 
Beweis: Induktion nach r. PR r=0ist nichta zu zeigen. Die Behauptung sei nun 


richtig für r und es sei z€ R,, —- u Es. 


r 


Dann liegt T inS$n®.. Es gilt also nach Induktionsannahme 
g 


x 2 
u, ehr Ru mit einem m > 0, 
t 


und folglich gilt nach b): 


w;'% nn 
——— € (244, — @yr) * Riyr + u R,;, mit einem m, > m.. 


Nun gilt nach Voraussetzung 
Lay — My = Birr Ziyryı MÄb Gr E Pı rs. 


Für t>2 ist ai = gj,,€s und man hat: 


Wi‘ 
7 = 
Im Fall t=1 gibt es eine natürliche Zahl m, mit g,,, u" = gj,, €u,*s. Man erhält 
ug 
ut 


ze &i4r' Urrpı  Ry, +1 R.,SR;,,,, mit m = m.. 


dann Te Ri;+r+ı wie oben, wenn man m = m, + m, setzt. q.e.d. 


d) Wir zeigen nun die Behauptung von Satz 9. R,< AR,,, ist klar, denn es gilt 
4 =%;1'g+ € R,,,. Außerdem sind alle R, und somit auch (U), in $ enthalten. 


Ferner läßt sich wegen K = k(z) jedes Element von 5 als Quotient zweier Elemente aus 
R, = s[z] schreiben. Die Behauptung von Satz 9 ist daher bewiesen, wenn wir zeigen, 
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daß es zu jedem Quotienten se S mit y,z€ R, ein j mit Ye (R,),, (i=0,1,2,...) gibt. 
Zu dem Element z gibt es eine größte tganze Zahl tmitn +1 > t> 0 derart, daß z2$ ®._, 
gilt. Wir beweisen unsere Behauptung nun durch Rekursion nach t. 

Fürt=n+i1 gilt z$®,, also : € (R,)g,. Sei nun die Behauptung bewiesen für 
alle Quotienten ge S,2z,yER,, 2%. und alle i. Es sei nun A: SS, yzER,, z2$%.-ı- 
Wegen z$ ®,_, gibt es eine natürliche Zahl m, mit zw, = 2, ‘u, z.€5, z,$®. 
Nach c) hat man dann w%, 2, € R,,,, m, 20. Ferner ist 
y° nnd =. es, 

u, z 

also nach c): 

N 55 uyLı Re 

Yyı = ——— € R,,, mit einem m; > m.. 
t 


Insgesamt ergibt das: 





8 w+r Yı N u yı 

3 Wr, "2, ww (W412) 
Zähler und Nenner des letzten Quotienten liegen nach Konstruktion in R,;,,. Außerdem 
liegt der Nenner nicht in ®,, weil z, nicht in ®, liegt. Nach Rekursionsannahme gibt es 


also ein j, so daß der Quotient in (R;),, liegt. Da $ 


> ein beliebiges Element von $ war, 


ist damit Satz 9 bewiesen. 


Satz 10. Es seien K>k zwei Körper, K algebraisch über k, S ein n-stufiger diskreter 
Bewertungsring von K mit den Primidealen ®.>'' "> Bı > Bı = (0), s=S rk. Unter 
den ®; gebe es ein PB mit folgenden Eigenschaften: 

Pn= SP 5), S[ Bm =5 + BnlBm und (K':k) = (K:k), wenn K' bzw. k' 
die Quotientenkörper von S|Bm_ı bzw. von s + PBn-ılPm-ı bezeichnen. Außerdem gebe es 
ein Element x€S$S mit K=k(z), K' =k'(x'), x’ die Restklasse von x mod ®.-ı- 

Dann gibt es eine Folge von Ringen R, und Elementen x,€ 5 mit folgenden Eigen- 
schaften: R,< R,, 1, Rr = s[x;], K = k(xz,) für allei = 0,1,... und 


oo a a 
$S= ( U R), = b; a,b EUR, b& 2}. 


i=0 


Beweis: Wir definieren zunächst rekursiv die Folge der x,. Wir setzen x, = x. Sei 
nun z;€ $ schon definiert. Wegen S/P„ = s + Pn/Pm gibt es dann zu x, ein Element 
a€s mit , — a, € PB. Nun ist nach Voraussetzung PBm = S (Pur s). Also gibt es 
ein Element g€sr ®.„ und ein Element y,€5 mit z,—a,€g,: y;. Wir definieren: 
%i+ı = Yı. Wir setzen R, = s[z;] für alle i = 0,1,.... Auf Grund der Definition der z, 
hat man dann: z,€ A,,,, also R,< R,,, und wegen K =k(z,) auch K = k(z,) für alle 
i=0(,1,.... Schließlich liegen nach Konstruktion alle A, in S, also gilt auch 


(ü R,) <S. 

i-0 / 

Wir müssen also nur noch zeigen, daß es zu vorgegebenem y€S stets ein i mit yE(R,)y, 
gibt. 


25* 
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Dazu betrachten wir die Ringe 5’ = S/P„-ı unds®’=s+ B.-ı/Bnm-ı- 5’ ist ein 
diskreter Bewertungsring von X’ mit den Primidealen 
9, > ‚> Pr > Pa-ı = (0), %; Pr BlPu-ı- 


Außerdem ist 5 =S'nk,K =k(2), = I (Purs) und SB, =s + BlB,: 
Es seien y’, x;, a;,g; die Restklassen der ungestrichenen Elemente mod ®,„_,. Dann 
gilt: ETBANF, 2%; für alle i, gEP,rs’,a;€s’. Nach Satz 9 gibt es dann zu y’ 


ein i mit y’E(s’[z;))g,, d.h. y’ = F mit a’, b’Es’[z;], b’$ ®,. Beim Übergang zu 


Repräsentanten a, b€Es[x'] bedeutet das: b-y— ac Bn-ı, 5% ®.. Nun betrachten 
wir die Ringe A’ =5, ,‚unds’=s, _,. Es ist 5” ein diskreter Bewertungsring von 


K mit den Primidealen 
ee 0, W-8°.$, 


Außerdem ist s’=S"nk", K = S’-, #K=-s’+ B-lBa-ı, K=Kk lo) 
und (K’:k) = .: Daraus Sr $'’ = s’[z,] und 


=" (rin) = (Pa-ı 9). 


Aus b-y— at Ss „-ı folgt daher b-y— a=u: iz.) mit ue®ß,„_ıns, 
f{X) €s”’[X]. Ein Element aus s’=s, _, geht durch Multiplikation mit einem Ele- 
ment aus ®„_-ı s in ein Element aus s über. Es folgt u- f{X)€s[X] und daher 
b-y—a€R,<R,, also wegen a,bER,, b$ ®, schließlich yE(Rı)y,. q.e.d. 


III. Der Differentialmodul einer Ringerweiterung. 


Voraussetzung. Es seien S> R zwei kommutative unitäre Ringe mit derselben Eins. 


Definition 4. Eine Derivation D von S über R ist eine Abbildung von S in einen 
unitären S-Modul M mit den folgenden drei Eigenschaften: 


1) D(a+b) = D(a) + D(b) 
2) D(a:-b) =a-Di(b)+b- D(a) für alle aabES, rER. 
3) D(r) =0 


Der von den Bildern der Elemente von S bei D erzeugte S-Untermodul SDS von M heißt 
der Deriviertenmodul von S über R bezüglich D. 


Anmerkung. Ist D eine Derivation von S über R in M, A eine S-lineare Abbildung 
von M in einen S-Modul Z, so ist Ao D eine Derivation von $ über R in L. Das gibt 
Anlaß zu der folgenden Definition: 


Definition 5. Eine Derivation D von S über R heißt universelle Derivation von 5 
über R, wenn sich jede Derivation von S über R in der Form A © D schreiben läßt, wobei A 
eine S-lineare Abbildung ist. 

Dieser Begriff wurde von E. Kähler in [3] eingeführt. Zu der hier benutzten Dar- 
stellung vgl. [7]. Es ist klar, daß die universelle Derivation von $S über A, wenn es 
überhaupt eine solche gibt, bis-auf S-Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Die univer- 
selle Derivation heißt auch Differentiation von S über A, ihr Deriviertenmodul der 
Differentialmodul von 5 über R. Die Existenz und ein Konstruktionsprinzip der uni- 
versellen Derivation werden in [3] gezeigt. Dort wird auch der Differentialmodul für 
endlich erzeugte ‚Körpererweiterungen berechnet. Wir führen hier nur den folgenden 
Satz an, auf den wir uns in Kap. IV berufen werden. 
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Satz 11. Essei K ein Körper der Charakteristik p + O,kein Unterkörper, Kt = Krk 
das Körperkompositum von Kr und kin K. 


Es sei ferner K = K*+(y,,.. ., Yn), (K: K*+) = p" und D universelle Derivation von 
K über k. Dann ist: 


KDK=K:D(y)®:--®K-D(y.) Vektorraum der Dimension n. 


Beweis. Da der Körpergrad von K über Ä* gerade p" ist, bilden die Elemente 
Yn-+-%n eine p-Basis von K über k. Nach [3] $20 sind dann ihre Differentiale 
D(y,),- - -, D(y„) über K linear unabhängig. Da sie andererseits gerade KDK erzeugen, 
folgt daraus die Behauptung. 


Korallar. Ist L ein Zwischenkörper zwischen K und K+,K>2L2Kt,K = L(z,,.-:, 2n), 
(K:L) = p", soist KDK=KDL®K-D(2)®:--®K- D(z.) mit D(z,) + 0 für alle i. 
Dabei bedeutet KDL den von den Elementen D(x) mit x € L erzeugten K-Unterraum von KDK. 


Beweis. Da der Körpergrad von K über L gerade p” ist, lassen sich die m Elemente 
212m durch n— m Elemente z,,..., &u_m aus L zu einer p-Basis von K über k 
ergänzen. Die D(x;) erzeugen dann KDL. Aus Satz 11 folgt die Behauptung des Korollars. 


Definition 3. /st K ein Körper, k ein Unterkörper, D die universelle Derivation 
von K über k, $ ein Ring, dessen Quotientenkörper K ist, so bezeichnen wir mit SDS den 
von allen Elementen D(x) mit x € S erzeugten S-Untermodul von KDK. Wir nennen SDS 
den Modul der bei S ganzen Differentiale von K über k. 


Es wird im nächsten Kapitel unser Ziel sein, die Struktur von SDS zu bestimmen, 
wenn S ein n-stufiger diskreter Bewertungsring und K ein Körper der Charakteristik 
p +0 ist. 


IV. Die bei einer diskreten Bewertung ganzen Differentiale eines 
Körpers von Primzahlcharakteristik. 


1. Formulierung des Struktursatzes. 
Voraussetzungen. Es seien für das Folgende: 


K ein Körper der Charakteristik p #0, 

k ein Unterkörper von K, 

K+= Kr.k das Körperkompositum von Kr und k in K, 
(K: K?) = p’ endlich, 

S ein n-stufiger diskreter Bewertungsring von K mit den Primidealen: 
Pa > Pa-ı>2 "> Bı> Bo = (0), 

St=SnKt, 

B=-Bınst, 

K, der Quotientenkörper von S|®,, 

K;‘ der Quotientenkörper von S’ + BB; = S’/B}, 

r, der p-Grad von K, über K}; (K,: K}) = pi, 

D die universelle Derivation von K über k, 

SDS der Modul der bei $ ganzen Differentiale von K über k. 
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Anmerkung. X entsteht aus X* durch Adjunktion p-ter Wurzeln von Elementen 
‚von K*, weil X” in K*+ liegt. Darum ist K rein inseparabel algebraisch über X+. Wenn 
wir noch fordern, daß X endlich algebraisch über ÄX*+ ist, so muß der Körpergrad eine 
p-Potenz sein. Außerdem gilt SP< K+tnS$ = S$+. Darum gilt auch für alle Restklassen- 
körper K7<K;,d.h. auch X, entsteht aus X,* durch Ausziehen p-ter Wurzeln. X, bzw. 
K;‘ lassen sich auch als Restklassenkörper eines einstufigen diskreten Bewertungsringes 
von K,_, bzw. K;‘ ‚erhalten, nämlich von 5,,/5g,- ®;-ı bzw. Sy: /S5+ * Bi_,. Darum ist X, 
endlich algebraisch über X; sobald X,_, endlich algebraisch über X/_, ist. Da das für 
K, = K über K5 = K* nach Voraussetzung der Fall ist, hat man also: (K,: K}) = p' 
und natürlich , <£r,_,i=1,..,n,(n=r). 


KAk——K >K, 





p” p" p" 
KK —K- 
Wir ordnen nun dem Bewertungsring 5 von K bezüglich k eine Folge von Zahlen 4, zu: 
Definition 6. Es sei füri=n, n—1,...,0 | 


n— Z u, falls $-P = %, (S unverzweigt in ®}), 
Per j=i+1 


n„+1— z „falls $S-®} +®B; ($ verzweigt in ®}). 


j=i+1 


Dabei setzen wir ,=r. Wegen ®, = (0), also ®,=S'®%; hat man dann Fu, =tr. 
j=0 


Die so rein arithmetisch definierten Invarianten u, von S bezüglich k werden wir 
nun mit der Struktur des Moduls SDS in Verbindung bringen. Um eine übersichtliche 
Aussage zu erhalten, ist es zweckmäßig, den Modul SDS zunächst universell in einen 


Modul über einem maximalen n-stufigen diskreten Bewertungsring Ss> >S einzubetten, 
weil der universelle Einbettungsmodul S:-DS (= 5» «SDS) eine einfachere Struktur hat. 
Da SDS torsionsfrei und 5 als Bewertungsring ein Elementarteilerring ist, ist die uni- 


verselle Einbettung nach Satz 6 monomorph und $ : DS nach Satz 5 wieder torsionsfrei. 
Das Hauptresultat dieser Arbeit besteht in dem folgenden Struktursatz: 


Satz 12. Es sei S ein maximaler n-stufiger diskreter Bewertungsring, der Oberring 
von S ist und die Bewertung von S forisetzt (s. [5]), 

Br > Ba-1>:°:>Pı>B, = (0) die Primideale von 5, 

$S-DS der universelle S-Einbettungsmodul von SDS, 

Kor + + + Hm die oben definierten Invarianten von 5 bzgl. k. 


Im übrigen seien die zu Anfang dieses Abschnittes angegebenen Voraussetzungen erfüllt. 
Dann gilt: 


n u a er 
$-D5 = © ©.G, mit Gy= Sg, als $-Moduln. 


Anmerkung. Da eine solche Zerlegung von S : DS in eine direkte Summe von Moduln 
vom Rangi bis auf Isomorphie eindeutig ist (s. [5]), hat man damit eine neue Charakte- 
risierung der Invarianten u, von 5 bzgl. k: Es ist u, die Anzahl der direkten Summanden 


vom Typ Sg, in einer Zerlegung von $ DS. 
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Vorbemerkung zum Beweis von Satz 12: Nach Satz 11 ist KDK ein Vektor- 
raum Dimension r über K. Da K Quotientenkörper | jvon S ist, läßt sich wegen 


D = Er 5 (b-Da—.a: Db) jedes Element von KDK als Linearkombination von Ele- 


menten von SDS mit Koeffizienten aus K darstellen. SDS enthält also r über $ linear 
unabhängige Elemente. Andererseits sind je r + 1 Elemente von KDK, also auch von 
SDS, über K und damit auch über $ linear abhängig. Man hat so: Rg(SDS) =r. Nach 


Satz 5 und 6 ist dann $ - DS ein torsionsfreier S-Modul vom Rang r. Nach [5] ist, weil 5 
ein maximaler Bewertungsring ist, $-DS dann ehe Summe von S-Moduln vom 


Rangi. Zusammen mit Satz8 ergibt das: 5-DS = ® & G,, mit Gy= 53, Wir haben 


j=0i=1l 
also noch zu zeigen: v;, = u, fürj =(),...,n. Wir führen den Beweis durch vollständige 


Induktion nach n. 


2. Beweis des Struktursatzes. 
Wir beweisen Satz 12 durch Induktion nach der Stufenzahl n des diskreten Be- 
wertungsringes. Dabei rechnen wir den Körper K als 0-stufigen diskreten Bewertungsring. 
Induktionsbeginn: n = 0. In diesem Fall ist der Satz trivial. 
Es ist nämlich $ = K und KDK ein Vektorraum der Dimension r nach Satz 11. 
Außerdem ist „=[r. 5 ist irgendein Oberkörper L von K. Es gilt dann: 


_ Ho 
S-DS=L-DK= ® Cu, Gu=L. q.e.d. 


Induktionsschluß: Wir nehmen an, der Satz sei für alle (n — 1)-stufigen diskreten 
Bewertungsringe bewiesen. 5 sei ein n-stufiger diskreter Bewertungsring mit den Prim- 
idealen BP, >> PB >B = ((),n 21. 

Wir betrachten dann den Ring 5’ =S, ,- Er ist ein (n — 1)-stufiger diskreter 
Bewertungsring von K mit den Primidealen B = S5’-®,i=n—1,...,0. Wegen 


D (a 5) = FR -Da— a Db) ist S’DS’ = S’DS in KDK. Nach Satz 4 ist S’DS = $S’- DS 


universelle $’-Einbettung von SDS. Bezeichnen wir S' = 55, _, und P. =. R,, so 
hat man nach Satz 2 für die universelle S’-Einbettung von $’ DS: 


$.S'DS = S':SDS = $-$-DS -8, EG. 
=( i=]1 
Dabei ist offenbar 
G-Cyad [27 een) Dean di: 
Sg; für j-n—2,...0. 
Sei nun 7 irgendein (n — 1)-stufiger diskreter Bewertungsring, der 5’ umfaßt und die 


Bewertung von S’ fortsetzt. Seine Primideale seien On-1>2'>D,>D = (0). Es 
ist dann: 


T-SDS=T-SDS=-® & T-G, und T-Gy= 


j=0 i=1 


T,,_, fürj=n,n—i 
T,, für j=n—2,..., 


Da 5’ (n— 1)-stufig ist, gilt nach Induktionsannahme: 
„=w fürj=(0,..,n—2 
Yn + I = in-ı: 
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Dabei bedeuten die w; die dem 5’ bezüglich k zugeordneten Invarianten. Die Beziehung 
der „; zu den 4, stellt folgender Hilfssatz her: 

Hilfssatz 1. Es ist ; = u für j=n—2,...0 und m_ı = Mn-ı + Mn: 

Beweis. S’ ist ein (n — 1)-stufiger diskreter Bewertungsring mit den Primidealen 
B,-1 > >B>Bi = (N). Sist=S’nK,Br=- Pr. 

Für i=0,...,r— 1 haben dann S’/®; und S/®, bzw. S’’/PB;* und S’/P; 
die gleichen Quotientenkörper. Das bedeutet: ;=r,. Außerdem gilt genau dann 
PB = W;, wenn SP = %, gilt. Man hat also nach Definition der u; bzw. der u;: 


Mi = + ı} = Mut Un 


und rekursiv für i=n—2,...,0: 


Aus dem Hilfssatz folgt demnach: 
y=-wfürj=(0,..,.n—2 
Yn-ı + 9n = Un-ı tr Un- 
Satz 12 ist also bewiesen, wenn wir noch zeigen: 
Ya = Un: 

Dazu konstruieren wir einen Zwischenkörper L zwischen K+ und K auf folgende 
Weise: 

Da K, aus X,; durch Adjunktion p-ter Wurzeln von Elementen von K,; entsteht, 
gibt es eine Folge von Körpern L; mit 

L, =K,, L, -- L.@), (L:L_) ur L,, =K,. 
x; €S sei ein Repräsentant mod ®, für £,. Wir definieren dann: 
Bu, 
L=b.,(.J)Mmi=th,...,r. 

Wegen K’<K; gilt dann (L,:L,_,}<p. Da aber der Körper L, jedenfalls im 
Restklassenkörper von L; mod ®, liegt, und der von L, genau 2 ist, kann der Grad von 
q,, über L,_, nicht kleiner als p sein. Man hat so (L,:L;_,) = pP. 

Aus diesen Gradrelationen folgt dann weiter: 

Der zu L, gehörige Restklassenkörper mod ®, ist genau L,, und L, ist unverzweigt 
über L,_, in S$. 

Es sei nun $;,=S nL,. Man hat dann auf Grund der eben festgestellten Eigen- 
schaften: 

| S; = S;-ıl2]. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: 

1. Fall: S-®, = ®,. In diesem Falle setzen wir L=L,, T=SnL. Es ist 
dann nach dem oben Ausgeführten: 

(L:K')=p", T=S*’[2,..., %,)» T+ Bi = KB IS MrN=B. 
(Ferner 0.B.d. A. „„€.) 
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2. Fall: S-P} + ®B,. Esist P,=S-u,. Wegen S-®* +8, liegt u, nicht in S* 
und, weil Z, unverzweigt über K* ist, auch nicht in Z,,. Andererseits gilt u) € S*. Das 
ergibt: (Z,, (w,): L, = 2 u„ hat den Wert (0, 0,. „0, 1). Gäbe es in Z,, ein Element 
mit einem "Wert (0,. 0,9),P>g,94 +0,80 könnte man aus u? und diesem Element 
ein Element mit dem Wert (0,...,0,1) in Z, erhalten. Daraus würde wegen der Un- 
verzweigtheit von Z, über K* folgen: $-®; = ®,, entgegen unserer Voraussetzung. 
Alle Nichteinheiten von Sr L, = S,, haben also einen Wert >(0,...,0,p). Das 
bedeutet PB, S,, = 8, u. Zusammen mit (Z, (u,):L,) = p ergibt das: 


L,,(u,) ist rein verzweigt mit dem Exponenten p über Z,. 


Wir setzen in diesem Falle: 
L=L,(,, T=Snl. 

Es ist dann T = S, [u,] wegen der reinen Verzweigung mit dem Exponenten p. 
Insgesamt ergibt das: 
(L: K') = pt, T=S'’[2,..,% %y,, Un], T+ Ba/Bn = Kn= SB, S+ (BrTNn= Pr: 

Wir bezeichnen in beiden Fällen den Untermodul SDT von SDS, der von den 
Elementen D(z) mit z € T erzeugt wird, mit H. Von H werden wir die folgenden 3 Eigen- 
schaften beweisen: 

4) H ist endlich erzeugt, Rg(H) = u, 

2) SDS/H ist u„-Divisionsmodul (d.h. zu jedem z€ SDS/H gibt es ein z’ € SDS/H 
mit z=u'2z), 

3) SDS/H ist torsionsfrei. 

Bevor wir diese 3 Eigenschaften beweisen, zeigen wir, daß aus ihnen », = u, folgt: 

Sei H’ der von den Elementen von H in dem universellen $S-Einbettungsmodul 
erzeugte S-Untermodul. Weil 4 endlich erzeugt ist, ist auch H’ endlich erzeugt. Außer- 
dem gilt nach dem Korollar zu Satz 6 Rg(H') = Rg(H) = u. Schließlich ist: 

S-DS/H' = S® SDS]S® H =S® (SDS/H) = S- (SDS]H). 


Nach Eigenschaft 2) ist dann auch S- DSH’ ein u,-Divisionsmodul. Nach Eigen- 
schaft 3) und Satz 5 ist außerdem $ - DS/H’ torsionsfrei. 
Wir betrachten nun die Zerlegung 
5-DS=® 86, mit G,= Sg, 


j=0 i=1 
und bezeichnen: 
n—i v 


Z= ® ® G;,, F= GC. 
j=0 i=1 i=1 
Z ist ein u,-Divisionsmodul, F ein freier Modul, $-DS =Z®F. Nach Satz 7 folgt: 
vu = Rg(F) = Rg(H') = un. 
Satz 12 ist also vollständig en sobald wir die Eigenschaften 1) bis 3) für H 
gezeigt haben. 


Lieweis von Eigenschaft 1): Es ist St = Sn Krk. Die Elemente von Kr? -k sind 
Quotienten von Ausdrücken a = 5b, cd, b,€k, «€ K. Daher ist 
i 


D(a) =p- 2b"! D(e) = 0, 


Journal für Mathematik. Bd. 204. Heft 1/4 
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also auch 
SDS+ = (0). 


T entsteht aus S* durch Adjunktion endlich vieler Elemente. Die Differentiale dieser 
Elemente erzeugen dann SDT. Also ist SDT endlich erzeugt. Ferner ist (L: K+) = pn, 
(K: K*Y) = p’, also (K:L) = p'"". 

Es gibt also (r — u.) Elemente y, mit X = L(yı, : - » Yr-u,)- 

Nach dem Korollar zu Satz 11 ist dann 

KDK=KDL®K:D(y)®:::@K- D(y,-,,) 
und alle D(y,) #0. Es folgt: 
Rg(KDL) = Rg(KDK) — (r — a) =r — (r — un) = Un: 
Andererseits ist KDL = KDT, weil Z der Quotientenkörper von T ist, also 
Rg(SDT) = Rg(KDT) = Rg(KDL) = u. q. e.d. 
Beweis von Eigenschaft 2): Es ist S/Bn = T + BalPn(= K,). Zu vorgegebenem 
y€&S gibt es also ein z€ 7 mit 
=z+m'2, x€$. 
Die Anwendung von D liefert: 
D(y) = D(z) + u. D(x2) + x D(u,). 
z und u, liegen in 7, also 
D(y) =u.'D(xz) mod SDT. 
Da diese D(y) ganz SDS als $S-Modul erzeugen, folgt daraus, daß SDS/SDT ein 
u„-Divisionsmodul ist. 

Beweis von Eigenschaft 3): Wir benötigen dazu folgenden Hilfssatz: 

Hiltssatz 2. Für jede natürliche Zahl e gibt es zu vorgegebenen Elementen y,, - - -,y. € 5 
Elemente x,,..,»€S, pr=(K:L) mü 

Yy+-nYE Ta... Zelg, und K= L(a,...,2)- 
Bevor wir den Hilfssatz beweisen, zeigen wir, wie aus ihm die Eigenschaft 3) von 


SDT folgt: Es sei zESDS, t€ES,t +0, t-z€SDT. Wir haben zu zeigen, daß daraus 
z€SDT folgt. 


e 
Es sei z= $a,D(y,); a,, y; €S. Nach dem Hilfssatz gibt es zu den y; Elemente 
i=1 
Ip. nes mit Yyu--,Y%ETlzu..„zulg, und K=L(z,...,2). Dabei ist 
p* = (K:L). Es folgt zunächst: 


Diy)€S-D(z,)+ "+35 -D(z) +SDT, 
also 


z=w+b, Dix) +:--+br-D(x) mit wESDT, b,€S. 


Das ergibt 
t-z=t-w+t-b, Dix) +" +t-b, Dim). 


t-z und i- wliegen in SDT< KDL. Nach dem Korollar zu Satz 11 ist aber 
KDK = KDL®K:-D(2,)®---@K-D(xz,). 
Es folgt: t-b, = 0 für alle i, also 5, = 0, also z=we€SDT. q.e.d. 
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Es bleibt nun lediglich noch übrig, den Hilfssatz 2 zu beweisen. 


Beweis von Hilfssatz 2: Zum Beweis betrachten wir die Zwischenkörper Z mit 
L=Z<=K und deren Bewertungsringe R = S nZ mit den Primidealen &, = BP; R. 
Es sei Z, der Quotientenkörper von R/Q,. Wir nennen Z, den i-ten Restklassenkörper 
von R bzw. von Z. 


Es ist Z,=Z, Z, = K,„. Die letzte Beziehung gilt deswegen, weil schon L als 
n-ten Restklassenkörper Ä,„ hat. Es sei m der p-Grad von Z über L, (Z: L) = p”. Wir 
beweisen nun die Aussage des Hilfssatzes für alle Unterringe R von $ der beschriebenen 
Art durch Rekursion nach der Zahl m. Da speziell auch R = $ zulässig ist, ist damit 
dann der Hilfssatz bewiesen. 

Für m = 0 ist Z = L und daher nichts zu beweisen. 

Wir nehmen nun an, die Behauptung des Hilfssatzes gelte für alle Z mit (Z: L) < p”; 
d.h. zu je endlich vielen Elementen y,,..., „ES mZ = R gebe es Elemente 
in. 3meER,p=(Z:L) mit y„..,„y€ Tla,...,2]o, undZ=L(x,...,2;). Wir 
zeigen, daß sie dann auch für jedes Z mit (Z: L) = p" gilt. Z sei ein solcher Unterkörper, 
R=SnZ. Wegen ZP< K*<L entsteht Z aus L durch sukzessive Adjunktion p-ter 
Wurzeln von Elementen von L. Es gibt daher einen Unterkörper Z’ mit L<Z’<Z und 
(Z2:Z') = p. Daraus folgt (Z’: L) = p"-!. Für AR’ = SZ’ gilt daher nach Rekursions- 
annahme die Aussage des Hilfssatzes. Wir betrachten nun die Struktur von R über R'. 
Wegen 

(2:2) 2 (2,:Z) 2 (Z,,1:Z41) 2 (2,:2,) =1 
gibt es eine natürliche Zahl , 1<j=<n mit 
(2:2) = =(Z,,:2_,) > (Z,:Z)). 


Dabei setzen wir Z, =Z, Z, =Z’. Für (Z,:Z;) kommen aber nur die Werte p oder 1 
in Frage, so daß man hat: 
(2:2) = =(Z,_,:4_)=Pp, 4, =Z;. 
Außerdem ist wegen des Primzahlgrades Z=Z'(z), z€E R und Z,_, =Z;_,(2), 2 die Rest- 
klasse von z mod Q,_,. Wir unterscheiden nun zwei Fälle: 
1. Fall: R-(Q, rn R') =Q,. In diesem Falle ist Satz 10 anwendbar: 


i=0 


R=(Ü R).. R<R,,, R=Rf[z] mit Z=Z'(z). 


Seien %Y1, - » -, Ye. irgend endlich viele Elemente aus A. Dann gibt es ein i mit 


Yo 4ER Tzlo,- 


Zur Darstellung der y, als rationale Funktionen in z,, deren Nenner nicht in Q, liegen, 
benötigt man endlich viele Koeffizienten aus R’. Für R’ gilt aber schon die Aussage des 
Hilfssatzed. Also gibt es Elemente z,,... ., m, aus 7 derart, daß die erwähnten endlich 
vielen Koeffizienten in T[z1,..., m-ılo, liegen und außerdem Z’=L(z,, . . ., m-.ı) gilt. 
Das ergibt: > 
Yır+++, Ye € Tl&u +, Zm-1 Zilo, 
und 
Z = L(2,.:» 4 Zuon 20» 


Also gilt die Behauptung des Hilfssatzes auch für AR. q.e.d. 
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2. Fall: R-(O, R') +0,. Sei R= Ro, © -R Bu R ist ein j-stufiger dis- 
kreter Bewertungsring von Z mit den Primidealen D,: > ">Dı >QD, = (0). DO, ist 
daher Hauptideal. Es sei u € R ein erzeugendes Element: Ö, =u:-R.AusR < R = R,, 
schließt man nun genauso wie bei der Konstruktion von Z aus Z, , daß R über R' rein 
verzweigt in Ö, mit dem Exponenten p ist. (Man beachte, daß aus R-(O,nR) #9, 
folgt R- (Ö, n R) + Öö). Daher ist A= R' [u]. Es sei v ein Element aus Q,,ı " R, 
n&Q,. Wir zeigen: 

R=-UR|-|. 
;=0 V 
Da natürlich 


gilt, folgt dann nach denselben Schlüssen wie im 1. Fall, daß die Aussage des Hilfssatzes 
auch für R gilt. Wir brauchen also nur noch die angegebene Erzeugung von R aus R' 
zu zeigen. 


Zunächst ist klar, daß gilt: R | <R; denn aus nt R folgte ” € R, also 
ve €u- R<Q, und daher v € Q, gegen Voraussetzung. Sei nun x € R beliebig. Als Element 
von R läßt sich x in der Form x = 20% -u* mit c„€ R’ = R,, schreiben. Es ist daher 


ei’ 


6% ER',c/ $9,. Dann gibt es eine natürliche Zahl {, mit Fr R; denn aus 


’ 
Gerz „ ) 


k 


4 ER für alle £ folgte 


er 4 a h gr er 


dr 
entgegen der Wahl von cj’. Das Element b, = ar liegt daher n AnZ'’= R'. Somit 
k 


hat man: 


= 2a b’— <R|z 


für hinreichend großes i. q.e.d. 
Damit ist Hilfssatz 2 und somit auch Satz 12 in allen Teilen bewiesen. 
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Affine Räume mit schwacher Inzidenz 
und zugehörige algebraische Strukturen.’ 


Wolfgang Krull zum 60. Geburtstag. 


Von Emanuel Sperner in Hamburg. 





Die Diskrepanz zwischen der Tragweite des Axiomensystems einer affinen oder 
projektiven Ebene und der des Axiomensystems eines gleichartigen höherdimensionalen 
Raumes, welche durch die Stichworte „nichtdesarguessche‘‘ und „desarguessche Geo- 
metrie‘‘ angedeutet wird und. die ihren algebraischen Ausdruck darin findet, daß der 
Koordinatenbereich einer ebenen Geometrie nach M. Hall [1]?) einen ternären Ring 
(Ternar [2], Ternärkörper [3]) bildet, während er im höherdimensionalen Fall mindestens 
die Axiome eines Schiefkörpers erfüllt, reizt zu dem Versuch, ein geometrisches Axiomen- 
system aufzustellen, in welchem die Axiome der Inzidenz so abgeschwächt sind, daß 
dadurch auch nichtdesarguessche Geometrien „höherer Dimension‘ von möglichst 
gleicher Allgemeinheit wie im ebenen Fall definiert werden. Die Frage ist, wie das zu 
geschehen hat, daınit insbesondere eine brauchbare Algebraisierung noch möglich ist. 

Nachstehend wird ein Axiomensystem dieser Art in affiner Form in Vorschlag 
gebracht und das algebraische Gegenstück dazu hergeleitet ($ 1). Die Elemente der zu- 
gehörigen algebraischen Strukturen können als mit „Skalaren‘‘ versehene ‚Vektoren‘ 
aufgefaßt werden, für die eine binäre Operation mit gewissen Abschwächungen gewohnter 
Rechenregeln erklärt ist. Zu jeder solchen algebraischen Struktur gehört umgekehrt auch 
eine verallgemeinerte affine Geometrie der zuvor definierten Art ($ 2). Die Tragweite 
dieser Begriffsbildungen kann an einer Klasse einfach zu konstruierender Beispiele 
verdeutlicht werden ($ 3). 

Die hier eingeführten verallgemeinerten affinen Räume umfassen unserer Absicht 
gemäß sowohl die (den ternären Ringen entsprechenden) affinen Ebenen als auch die 
gewöhnlichen affinen Vektorräume beliebiger (auch unendlicher) Dimension über einem 
Schiefkörper, aber eben noch viel allgemeinere Strukturen. Von Interesse dürfte auch 
bei den korrespondierenden algebraischen Strukturen der stufenweise Übergang von den 
hier eingeführten allgemeineren Strukturen zu den bekannten speziellen (Ternär- und 
Schiefkörper) sein. Darüber soll aber erst in einer weiteren Mitteilung berichtet werden. 


$ 1. Verallgemeinerte affine Räume und ihre algebraische Darstellung. 


Zum Zwecke der Definition eines verallgemeinerten affinen Raumes mit abge- 
schwächter Inzidenz denken wir uns 2 Mengen gegeben, nämlich: 


1. eine Menge ®, deren Elemente wir Punkte nennen und mit A, B,C,... usw. 
bezeichnen, 


!) Über den Inhalt dieser Note habe ich am 7. 8. 1969 in Utrecht im Rahmen eines Kolloquiums über 
„Ihe Algebraical and Topological Foundations of Geometry‘‘ berichtet. Bei der gleichen Veranstaltung hielt auch 
Herr @. Ewald, Mainz, einen Vortrag über seine ganz unabhängig entstandene Untersuchung „Schwach projektive 
Räume über dreifachen Ternärkörpern“, in welcher dasselbe Problem in anderer Weise angegangen wurde. 

2; Die Nummern in den eckigen Klammern verweisen auf das Schriftenverzeichnis am Schluß der Ab- 
handlung. 
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2. eine Menge €, deren Elemente wir Geraden nennen und mit a,b,c,... 
bezeichnen. 

Sodann setzen wir als erklärt voraus: 

I. eine Inzidenz, also eine zweistellige Relation, welche für jedes Elementepaar 
(P,g) mit PEB und g€ festlegt, ob P mit g „inzidiert‘‘ oder nicht. Die Menge der 
mit einer Geraden g inzidierenden Punkte bezeichnen wir ebenfalls mit g und dem- 
entsprechend die Inzidenz von P und g mit P €g usw.°). 

II. einen Parallelismus, d.i. eine zweistellige Relation, welche für jedes Geraden- 
paar (g,h) mit g, h€€ festlegt, ob g zu h „parallel“ ist (im Zeichen g || k) oder nicht. 

Ferner sei eine feste (endliche oder unendliche) Kardinalzahl s gegeben). Dann 
sollen Inzidenz und Parallelismus die folgenden Axiome befriedigen: 

AA. Zu zwei verschiedenen Punkten P,Q gibt es stets eine und nur eine Gerade, die 
sowohl mit P a!s auch mit Q inzidiert (die „„Verbindungsgerade PQ‘‘). 

A 2. Jede Gerade inzidiert genau mit s Punkten. Es gibt mindestens zwei Punkte. 

A 3. Für jede Gerade a gilt a ||a. Aus a ||, b || c folgt stets e || a. 

AA. Zu jeder Geraden a und jedem Punkt P gibt es stets eine und nur eine Gerade b 
mit P€b, a|lb. 

Unter diesen Voraussetzungen wollen wir die Vereinigungsmenge Y = B u € einen 
(verallgemeinerten) affinen Raum nennen. 

Die in A 3 geforderten Eigenschaften der Reflexivität und (zyklisch formulierten) 
Transitivität schließen üie Symmetrie ein (wegen a ||b, b||b>b ||a). Das Parallelen- 
postulat A 4 hat mit A 3 zusammen zur Folge, daß im Fall a ||b stets entweder a = b 
oder anb=® gilt. — Natürlich fallen die affinen Ebenen über einem Ternärkörper 
sowie die affinen Räume über einem Schiefkörper bei beliebiger (auch unendlicher) 
Dimension unter unseren Begriff des affinen Raumes. Weitere (allgemeinere) Beispiele 
werden wir weiter unten angeben. 

Obwohl der Inhalt der Axiome A3 und A4 unserem Vorhaben, wie sich zeigen 
wird, durchaus angemessen ist, lassen sich diese Forderungen noch etwas abschwächen. 
Man kann nämlich auch von einem Parallelismus ausgehen, der weder symmetrisch noch 
transitiv zu sein braucht, indem man die Axiome A 3 und A 4 durch die folgenden ersetzt: 

A 3*. Für jede Gerade a gilt a || a. 

AA*. Es gibt einen Punkt O€ 8 mit folgenden Eigenschaften: 

1) Zu jeder mit O inzidierenden Geraden b und jedem beliebigen Punkt PEB gibt 
es siels eine und nur eine Gerade a mit P€&a, a|lb; 

2) Zu jeder Geraden a € € gibt es eine und nur eine Gerade b3 O mit a ||. 

Wir werden im folgenden der beabsichtigten Algebraisierung die Axiome A 3* und 
A 4* (neben A 1 und A 2) zugrundelegen, weil sie gerade den Bestandteil der Forderungen 
A3 und A4 darstellen, den wir für unsere Zwecke zunächst allein benötigen®). Beispiele 
affiner Räume mit unsymmetrischem Parallelismus folgen weiter unten (am Ende 
von $ 2). 

Um zur algebraischen Darstellung eines durch die Axiome A 1, A 2, A 3*, A 4* 
definierten affinen Raumes zu kommen, gehen wir folgendermaßen vor: 


®) Z. B. bezeichnet g n h den Durchschnitt der Punktmengen g und Ah, also die Menge der mit g und h 
inzidierenden Punkte; hierfür bestehen nach A 1 die Möglichkeiten gnh=ß (=leer), gnh=P (d.i. ein 
Schnittpunkt), gonh=g=h. 

4) Die nachstehenden Axiome A 1 und A 2 verbürgen, daß s > 2 ist. 

%) Wir brauchen nämlich im folgenden nur die in A 3* und A 4* enthaltene Voraussetzung, daß unser 
Parallelismus eine eindeutige Zuordnung zwischen den Geraden eines festen Büschels O (d. h. den mit O 
inzidenten Geraden) und denen jedes anderen Büschels P hergestellt. 
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Zuerst wird ein beliebiger Punkt O unseres Raumes, welcher die in A 4* geforderten 
Eigenschaften besitzt, ausgezeichnet und von nun an als „Nullpunkt“ festgehalten. Die 
Menge der mit O inzidenten Geraden wird umkehrbar eindeutig auf eine gleichmächtige 
Indexmenge ® abgebildet. Die Elemente von ® wollen wir „Vektoren‘‘ nennen und mit 
a,b, c,... bezeichnen. Der Einfachheit halber werden wir oft auch die mit O inzidenten 
Geraden (zur Unterscheidung von den übrigen Geraden) durch die ihnen zugeordneten 
Vektoren aus ® bezeichnen. Ist a eine solche Gerade, so werde die Menge der mit ihr 
inzidierenden Punkte ebenfalls wieder mit a bezeichnet. 

Nunmehr ziehen wir eine weitere Indexmenge © von der bereits in Axiom A 2 
benutzten Mächtigkeit s heran. Die Elemente von © bezeichnen wir mit a,ß,y,... usw. 
Aus © greifen wir ebenfalls ein weiterhin festzuhaltendes Element o heraus. Nach Axiom 
A2 gibt es sicher eineindeutige Abbildungen jeder Geraden (als Punktmenge) auf ©. 
Für jede Gerade a wählen wir eine bestimmte solche Abbildung ®, fest aus, von der wir 
voraussetzen, daß sie den Punkt O€a auf o€ © abbildet. Im übrigen schreiben wir 
P®, = a, wenn die Abbildung ®, den Punkt P€a auf «€ © abbildet. 

Weiter ordnen wir jetzt jedem Punkt P + O unseres Raumes ein Koordinatenpaar 
(a,c) mit ae® und «€ © zu; hierin soll a die nach A 1 eindeutig bestimmte Verbin- 
dungsgerade OP sein und «= P®, gesetzt werden. Diese Zuordnung P<— (a, co) ist 
für alle P + O erklärt und insoweit umkehrbar eindeutig. Wir schreiben kurz P = aa 
statt P+—> (a, a). Zur Vervollständigung setzen wir noch O = ao, wobei hierin jedes 
beliebige a € ® eingesetzt werden darf. Nach diesen Festsetzungen ist klar, daß eine 
Gleichung aa = bp für « #0 stetsa =b und «= zur Folge hat, für a = o jedoch 
nur B=o. In Formeln®): 

) ao=bB «> B=o, 


(2) a@a=+o a=ß-+o. 

Wir brauchen noch eine Schar von Abbildungen Y,.,, welche von den beiden 
Parametern ac (beliebiger Punkt!) und b (beliebige Gerade durch O) abhängt. Die einzelne 
Abbildung Y,., kann für jedes Parameterpaar ac, b im Fall « +o beliebig gewählt 
werden als eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Geraden b auf die durch die Be- 
dingungen 5 ||b, ax €b nach A 4* eindeutig bestimmte Gerade b, jedoch so, daß der 
Punkt O0 = bo auf aa abgebildet wird. Die Existenz einer solchen Abbildung ist wegen 
A2 klar. Bildet Y,., den Punkt bß auf cy ab, so schreiben wir 

(3) (bP) Ton =(Y, 
so daß insbesondere stets 

(4) (bo) Vous = 0a 


tz 


gilt. 

Im bisher ausgeschlossenen Fall « = o soll Y,. „ stets die identische Abbildung der 
Geraden b auf sich sein (wie auch immer a und b gewählt sein mögen), so daß dann für 
jedes B 

(5) (bP) Yo,5 =bP 
gilt. Die Gleichung (4) bestätigt sich demgemäß wegen bo = ao auch füra =o. 

Mit Hilfe dieser fest gewählt gedachten Abbildungen definieren wir jetzt eine 
„Addition“ der Punkte unseres affinen Raumes, für welche wir hierbei weiter die verein- 
barte Koordinatenschreibweise ac, bß, usw. benutzen. Sind demgemäß ac, bß zwei be- 
liebige Punkte, so erklären wir ihre Summe durch die Vorschrift: 


(6) ac -+ bB = (BP) Yuu.s- 
®) Der Doppelpfeil in den Formeln soll natürlich bedeuten: „gilt dann und nur dann, wenn“. 
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Die rechte Seite von (6) stellt nach Definition der Abbildungen Y., , einen wohlbestimmten 
Punkt der (mit ac inzidierenden) Geraden 5 ||b dar. Natürlich hängt die durch (6) defi- 
nierte Operation von der Wahl der Abbildungen Y ab. Unabhängig davon sind aber die 
nachfolgenden Rechenregeln B 1 bis B 4 bei jeder Wahl der Y gültig. Sie stellen gewisser- 
maßen den algebraischen Ausdruck der Axiome A 1, A 2, A 3*, A 4* (bzw. AA bis A4) 
dar und lauten: 

Bi. Der Punkt O = ao = bo ist beiderseitige „‚Null‘‘, d. h. es gilt: 

(7) aa +bo =aca, aao+bpß=bPp. 

B2. Zu gegebenen ao, cy gibt es stets genau einen Punkt bP, der die Gleichung 

(8) aa+bß=ıy 
befriedigt (Eindeutige Rechtsauflösbarkeit!). 

B3. Sind ac, bB,cy drei Punkte, welche der Gleichung (8) genügen, so gibt es stets 
ein (nach B 2 eindeutig bestimmtes) B€ ©, für das 

(9) aa=cy -+ bp 
gilt (Regel des „Seitenwechsels“). 

B4. Zu gegebenen ac, bP,, bB, läßt sich stets ein (nach B 2 eindeutig bestimmtes) P 
finden mit 

(10) (a& + 6B,) + DB, — aa + BP. 

Die Beweise für diese Regeln gehen wir der Reihe nach durch. 

Bi ergibt sich unmittelbar daraus, daß die Gleichungen (7) nach (6) mit (4) und 
(5) gleichbedeutend sind. 

Um die Richtigkeit von B2 einzusehen, sei: zunächst cy + aa. Zuerst ist dann 
das b in (8), bzw. gemäß (6) in der Gleichung 

(11) (bP) AT ni 
zu finden. Nach Definition der Abbildungen Y (vgl. Abb. 1!) muß die Gerade b notwendig 
die mit O inzidente Parallele zur Verbindungsgeraden 5 der Punkte ac und cy sein. Mit 

diesem b ist Y,. „ zu bilden, wonach sich eindeu- 

b tig BB = (cy) Y, ergibt. — Ist jedoch cy = aa, 

so folgt aus (4), daß b beliebig sein darf, aber 

P= o sein muß; mithin ist die Lösung O0 = bo 
wieder ein eindeutig bestimmter Punkt. 

B3 erhält man danach so: Sicher gibt es 
zu dem in (8) mitgegebenen Punktepaar aa, cy 
stets auch ein bp, für das cy + bB = aa gilt. Der 
Beweis von B 2 zeigt aber darüber hinaus, daß 
hierin stets b = b ist oder im Fall cy = aa so 

abh. 1 gewählt werden kann. 

Ähnlich braucht man, um schließlich auch B4 als richtig zu erkennen, nur den 
Beweis von B 2 für cy = (aa + bB,) + bß, zu wiederholen, wobei man zusätzlich zeigen 
muß, daß in (10) rechts dasselbe b auftritt wie auf der gegeben gedachten linken Seite 
von (10). Das aber folgt unmittelbar aus der Konstruktion von (aa + bß,) + bP, unter 
Benutzung von A 4*. 

Übrigens läßt sich die Regel B3 noch in eine andere gleichwertige Form bringen. 
Diese lautet: r 

B 3*. Zu gegebenen ac, bP läßt sich stets ein und nur ein B€ © finden mit 


(12) (ax -+ BB) + bB = ao. 
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Denn die Gleichungen (9) und (12) gehen auseinander hervor, wenn gemäß (8) 
entweder cy durch aa + bß oder umgekehrt ersetzt wird. 

Träger der algebraischen Struktur, welche wir auf die vorstehende Weise erhalten 
haben, ist die Punktmenge 3. Insofern wir daran erinnern wollen, daß der Menge ®B 
durch die Definition (6) eine algebraische Operation mit den Eigenschaften B 1 bis B4 
aufgeprägt wurde, nennen wir im Folgenden ® die dem affinen Raum W (bezüglich des 
Nullpunktes O) korrespondierende algebraische Struktur. 


$ 2. Umkehrung. 


Wenn wir im ersten Paragraphen die verallgemeinerten affinen Räume in gewisser 
Weise algebraisch dargestellt haben, so wollen wir jetzt umgekehrt zeigen, daß jede 
algebraische Struktur mit den zuletzt besprochenen Eigenschaften B 1 bis B 4 einen affinen 
Raum definiert, welcher je nach Anlage der Konstruktion entweder die Eigenschaften 
Albis A4 oder A1, A 2, A 3*, A 4* besitzt. Wir gehen demgemäß jetzt davon aus, daß 
wir uns zwei Mengen gegeben denken, wie sie in den Eigenschaften B vorkamen, nämlich: 

1. eine Menge ®, deren Elemente wir Vektoren nennen und mit a,b,c,... usw. 
bezeichnen. 

2. eine Menge ©, deren Elemente wir Skalare nennen und mit a,ß,y,... usw. 
bezeichnen. 

Mit ® und © bilden wir die Produktmenge ® x S = 8, deren Elemente wir 
(vorbehaltlich einer bald zu gebenden Gleichheitsdefinition) Punkte nennen’) und wie 
in $1 einfach durch ac, bß,... usw. bezeichnen. In ® sei eine binäre Operation gegeben, 
also eine Abbildung, welche jedem geordneten Punktepaar (ac, bß) einen eindeutig be- 
stimmten Bildpunkt cy zuordnet, wofür wir schreiben: » 

(13) aa+bPß=ry. 

Von dieser Operation setzen wir voraus, daß sie die Eigenschaften B 1 bis B4 besitzt, 
welche jetzt die Rolle von Axiomen übernehmen. Hierbei ändern wir nur Bi ein wenig, 
dem wir die folgende, unserer jetzigen Ausgangsposition besser angepaßte Form geben: 

Bi. Es gibt in © ein Element o mit der Eigenschaft, daß für zwei beliebige Punkte 
aa, bBEB stets die Gleichungen (7) gelten. 

Setzt man in (7) insbesondere x =ß = ein, so folgt, daß ao = bo für beliebige 
a,bE€E ® ist. Daher sind wir auch unter der jetzigen Voraussetzung genötigt, alle Elemente 
ao mit beliebigen a € ® einander gleichzusetzen, d. h. die Beziehung (1) ist wieder gültig. 
In allen anderen Fällen setzen wir wieder die Regel (2) voraus, d. h. daß für « + o dann 
und nur dann aa = bp gilt, wnana=b, a=Bß ist. 

Sodann fordern wir weiter als Axiome für die Operation (13) die Eigenschaften 
B2, B3 und BA des vorigen Paragraphen genau in dem dortigen Wortlaut. 

Damit haben wir alle Voraussetzungen beisammen, auf Grund deren wir nunmehr 
einen affinen Raum konstruieren wollen. Zu dem Zweck haben wir nun der Reihe nach 
dessen Punkte, Geraden, Inzidenz und Parallelismus zu erklären und dafür die Aussagen 
Albis A4 zu beweisen. 

Als Punkte nehmen wir (entsprechend der schon eingeführten Bezeichnung) die 
Elemente der obigen Produktmenge 8 = 3 x © derart, daß jedes Elementepaar aa 
mit aE®B,a€& für ein ao genau einen Punkt darstellt, jedoch alle Elemente- 
paare ao mit beliebigem a€ ® denselben Punkt, genannt Nullpunkt, definieren. 


’) Die Namen „Vektoren“, „Skalare“, „Punkte“ sind nach der Bedeutung gewählt, welche diesen 


Symbolen in den anschaulichen Fällen am besten entsprechen. Die „Punkte“ können dann als Endpunkte 
der „Ortsvektoren‘ ac, bB usw. aufgefaßt werden. 
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Die Geraden werden in folgender Weise als Punktmengen erklärt. Wir wählen einen be- 
liebigen Punkt ax € 8 und einen beliebigen Vektor b€ ® aus und halten beide fest; mit 
Hilfe eines über ganz © variabel gedachten Skalars A bilden wir sodann die Punkt:menge: 

(14) Ban, = {YEB; y=aa+bA, ES). 

Diese Punktmengen g,.,; heißen Geraden. Zwei Geraden betrachten wir dann und nur 
dann als gleich, wenn sie als Punktmengen übereinstimmen. Die Menge der Geraden 
bezeichnen wir mit €. 

Übrigens folgt aus (14) nach (7) für A = o, daß stets 

(15) aa € Boa, 
gilt. — Den Punkt ac wollen wir den „Aufpunkt“ und b die „Richtung‘‘ der Geraden 
ao, nennen. 

Der Punkt dö heiße mit der Geraden g,,, genau dann inzident, wenn Dö € g,. ; 
gilt; die Inzidenz ist also mit der Inklusion gleichbedeutend. 

Eine Gerade g,., , heiße dann und nur dann parallel zur Geraden g;;;, wennb =b 
ist, in Zeichen 

(16) Ban,s || +>b = b. 

Wir wollen weiter zeigen, daß unter Zugrundelegung dieser Erklärungen die Menge 
A=BvÜ ein affiner Raum ist, der die Postulate A 4 bis A4 aus $ 1 erfüllt. Zur Vor- 
bereitung dessen merken wir zunächst an, daß stets gilt: 


(17) Y € Bau, Tr aa E gr. n- 
Diese Aussage ist nur eine andere Formulierung von B 3, wie sich unmittelbar aus der 
Definition (14) ergibt. Daraus ergibt sich weiter: 


(18) ey € Bau, 5 > Baa,b — Sıy,b* 

Denn die Voraussetzung ia (18) besagt nach (14), daß cy = aa + bP ist; daher folgt für 
einen beliebigen Punkt cy + bß, von g.,,, nach BA 

ey + bPı = (aa +bP) + bp, = au + bp 
mit geeignetem P’. Dies bedeutet, daß g,.,, 5 < Sau, ist. Wegen (17) gilt ebenso das Um- 
gekehrte und mithin auch die Behauptung auf der rechten Seite von (18). 

Nunmehr können wir sofort den Beweis von A 1 führen. Zu dem Zweck seien zwei 
verschiedene Punkte aa und cy gegeben. Wegen (18) können wir jedenfalls aa als Auf- 
punkt der gesuchten Geraden nehmen. Dann bleibt zu zeigen, daß sich ein b finden läßt, 
für welches cy € g,., ; gilt. Das bedeutet nach (14) die Lösung der Gleichung cy = aa + bp, 
welche nach B 2 immer möglich und wegen cy + aa nach (2) eindeutig in b und ß ist. 
Es gibt also eine und nur eine mit ac und cy inzidente Gerade, was zu beweisen war. 

Daß auch die Aussage A 2 zutrifft, ist nach Definition der Geraden und der In- 
zidenz klar, weil sich in (14) für zwei verschiedene A € © wegen B 2 und (2) sicher auch 
zwei verschiedene Punkte cy der Geraden ergeben. 

Da durch (16) die Parallelität zweier Geraden auf die Gleichheit ihrer Richtungen 
zurückgeführt wird, sind die in A 3 geforderten Eigenschaften der Reflexivität und Tran- 
sitivität für unseren Parallelismus evident. 

Um schließlich noch die ‚Gültigkeit von A 4 klar zu machen, sei g,., , eine beliebige 
Gerade und cy ein beliebiger Punkt. Dann ist g,,,, eine Gerade, welche nach (15) mit cy 
inzidiert und nach (16) zu g,.,, parallel ist. Daß es nur eine solche Parallele gibt, folgt 
wiederum aus (16) und (18). 

Es wird jetzt unmittelbar ersichtlich sein, wie die vorstehende Konstruktion ab- 
zuändern ist, damit an die Stelle der Eigenschaften A 3 und A 4 die Aussagen A 3*, A 4* 
treten. Diese sind ja lediglich eine Abschwächung der ersteren, so daß man nur die obige 
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Definition des Parallelisımus entsprechend einzuschränken hat. Das geschieht durch die 
Definition: 
Eine Gerade g,, ; soll parallel zu der Geraden g;,,; heißen, wenn b = b ist, in Zeichen: 


(19) Baa, b | Eüo,h > b= b. 


Der Unterschied zur Definition (16) besteht allein darin, daß in einer Parallelbeziehung 
g ||g gemäß (19) hinter dem Parallelzeichen nur noch Geraden g erscheinen, welche mit 
dem festen Punkt ao = O inzidieren. (Für die übrigen Geradenpaare kann man dann 
den Parallelismus unter Beachtung von g || g irgendwie festsetzen.) Geht man sodann 
die obigen Beweise von A3 und A4 noch einmal durch, so wird man erkennen, daß 
sich jetzt auf Grund der Parallelen-Definition (19) genau die Aussagen A 3*, A 4* in 
bezug auf den festen Punkt O als zutreffend erweisen. 

Es sei noch auf eine Besonderheit hingewiesen, welche beim Gebrauch unserer 
Parallelbeziehungen auftreten kann. Auch wenn eine algebraische Struktur ® mit den 
Eigenschaften B 1 bis B 4 aus einem verallgemeinerten affinen Raum A gewonnen wurde, 
dessen Parallelismus nicht symmetrisch und nicht transitiv war, so liefert die inverse 
Konstruktion des $ 2 aus dieser algebraischen Struktur ® bei Benutzung der Parallelen- 
Definition (16) einen affinen Raum W’ zurück, dessen Parallelismus nunmehr symmetrisch 
und transitiv ist. Das liegt daran, daß in die Konstruktion des $ 1 nur derjenige Teil der 
Parallelbeziehungen eingeht, welcher durch die Aussagen A 3* und A 4* beschrieben 
wird; daher können durch die inverse Konstruktion auch nur diese Eigenschaften oder der 
aus ihnen unmittelbar hervorgehende symmetrische und transitive Parallelismus®) zurück- 
gewonnen werden. Das erste wird genau durch die Parallelen-Definition (19) verwirk- 
licht, das zweite durch die Definition (16). 

Ein Beispiel soll die Verhältnisse erläutern. Wir gehen aus von der gewöhnlichen 
reellen projektiven Ebene E?, in der wir uns einen festen Kreis X gegeben denken. Die 
Punktmenge ® des zu konstruierenden verallgemeinerten affinen Raumes W sei die Ge- 
samtheit der Punkte von E?, die im Innern?) von K liegen. Die Geradenmenge € 
von X werde gebildet von den Strecken in ®, deren Endpunkte auf K liegen. Die Inzidenz 
in X stimme mit der von E? überein. 

Es bleibt der Parallelismus in X zu erklären. Zu dem Zweck sei jede Gerade g€ € 
in der Form g=gn 8 als Durchschnitt der Geraden g von E? mit dem Inneren von K 
dargestellt. Sodann werde zu jeder Geraden 
ge€& ein beliebiger Punkt P,€g — g fest 
gewählt, der also mit g inzidieren, aber im „----= 
Äußeren von X liegen soll. Ist nun f €Cirgend- A 
eine weitere Gerade von W, so soll dann und 
nur dann f||g gesetzt werden, wenn P,€f 
gilt (Abb. 2), also: 

(20) fllg+-> PB, €. 

Es ist klar, daß dieser Parallelismus bei 
genügend allgemeiner Wahl der Zuordnung 
g> P, weder symmetrisch noch transitiv Abb. 2 





\ ®) Die in A3* und A4* bezüglich eines bestimmten Punktes O gebrauchten Parallelbeziehungen a || 
sind von der besonderen Art, daß zwar a beliebig ist, aber b immer mit © inzidiert. Unter dem daraus hervor- 
gehenden symmetrischen und transitiven Parallelismus verstehen wir den durch die folgende Definition gegebenen: 
Es soll für beliebige Geraden c, d dann und nur dann c || d gesetzt werden, wenn es eine mit O inzidente Gerade b 
gibt, für die sowohl e||b als auch d|| b gilt. 


9) „Inneres“ ist hier natürlich im Sinne der reellen Anordnung zes; es besteht also aus allen 


Punkten von E?, die durch den Kreis K von der unendlich fernen Geraden getrennt werden, 


2 
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sein wird. Sind z.B. für zwei Geraden f,g€€ die Punkte ?,, P, wie in Abb. 2 gewählt, 
so gilt zwar gemäß unserer Definition f || g, aber nicht g ||/. Man kann aber die Gültig- 
keit der Postulate A3* und A 4* sofort sicher stellen, wenn man die Zuordnung g>P, 
für die Geraden eines bestimmten Büschels geeignet spezialisiert. Man lege z. B. einen 
Punkt O€ 8 fest, sowie eine Gerade u < E®, welche den Kreis K nicht trifft; dann ordne 
man jeder mit © inzidierenden Geraden b€€ den Punkt P, = brü bei sonst belie- 
biger Abbildung g> P, zu. Bei der eben gegebenen Parallelen-Definition (20) sind dann 
die Postulate A 3* und A 4* erfüllt, im allgemeinen aber weder A 3 noch A 4. 

Geht man nun nach dem Verfahren des $1i von unserem affinen Raum W zur 
korrespondierenden algebraischen Struktur ® (bezüglich des eben ausgezeichneten 
Punktes 0) über und danach mittels der Konstruktion von $2 wieder zurück zu einem 
affinen Raum %’, so erhält man bei Verwendung der Vorschrift (16) in W’ einen symme- 
trischen und transitiven Parallelismus (bezeichnet durch /'|), für den im jetzigen Falle gilt: 


(21) il\e-fnu=gnu. 


& 3. Besondere Beispiele. 


Um das Verhältnis unseres Begriffes eines verallgemeinerten affinen Raumes zu 
den bekannten Strukturen einer affinen Ebene über einem Ternärkörper und eines affinen 
Raumes über einen Schiefkörper zu umreißen, beginnen wir mit der Erörterung des ebenen 
Falles. 

Wir gehen aus von einem verallgemeinerten affinen Raum N, der die Postulate A 1 
bis A4 aus $ 1 befriedigt, also jetzt einen reflexiven, symmetrischen und transitiven 
Parallelismus besitzt. Wir mache nun X zu einem zweidimensionalen Raum, indem 
wir das folgende Zusatzaxiom fordern: 

A5./staxb, so güt sttsarnb +9. Es gibt a,b mit ax. b. 

Zwei Geraden, die nicht parallel sind (in Zeichen: % ), sollen sich also stets schneiden. 
Ein solcher affiner Raum W stellt eine vollständige affine Ebene dar, vollständig in 
dem Sinn, daß die Hinzunahme der Parallelenbüschel als uneigentlicher Punkte und der 
Gesamtheit dieser uneigentlichen Punkte als (einziger) uneigentlicher Geraden unsere 
affine Ebene zu einer projektiven Ebene abschließt. Natürlich braucht in W kein Schlie- 
Bungssatz, insbesondere nicht der Satz von Desargues zu gelten. Es handelt sich vielmehr 
um eine Ebene mit einem beliebigen Ternärkörper als Koordinatenbereich. 

Im höherdimensionalen Fall wollen wir die eingangs geforderte Allgemeinheit des 
eingeführten Raumbegriffs dadurch belegen, daß wir eine Klasse von Beispielen kon- 
struieren, die in einem weiter unten präzisierten Sinn dreidimensionalen Charakter 
aufweisen, aber gleichwohl vollständige affine Ebenen über vorgebbaren Ternärkörpern 
als Teilräume enthalten. 

Wir denken uns zu dem Zweck drei Exemplare W,, i = 1, 2, 3, solcher vollständigen 
affinen Ebenen gegeben, welche also jeweils die Axiome A 1 bis A 5 erfüllen sollen. Diese 
drei Ebenen 4, können beliebig gewählt werden und brauchen untereinander nicht 
isomorph zu sein, jedoch soll die in A 2 vorkommende Kardinalzahl s für alle drei Ebenen 
dieselbe sein. 

Der erste Schritt unserer Konstruktion, die im Grunde nichts anderes als eine Art 
Umkehrung des sogenannten Zweitafelverfahrens der Darstellenden Geometrie ist, besteht 
darin, daß wir die beiden Ebenen X, und W, längs einer Geraden miteinander verheften. 
Zu dem Zweck wählen wir in A, eine Gerade k, fest aus und bilden sie auf eine ebenso 
in W, ausgewählte Gerade k, umkehrbar eindeutig ab. Je zwei einander hierbei ent- 





Sperner, Affine Räume mit schwacher Inzidenz. 213 


sprechende Punkte von k, und k, werden miteinander identifiziert, so daß die beiden 
Geraden k, und %, zu einer einzigen Geraden k verschmelzen, welche danach mit allen 
ihren Punkten den beiden Ebenen W, und %, gemeinsam ist; darüber hinaus aber haben 
diese beiden Ebenen keine gemeinsamen Elemente. 

Weiter wählen wir in jeder Ebene W,,i = 1,2, eine Schar ®,; paralleler Geraden, 
welche k schneiden, fest aus (Abb. 3). Mit Hilfe von ®, projizieren wir die Punkte von 9; 
auf die Gerade k. Es sei nämlich Q, € U, beliebig und p, € ®,; jene Gerade der Schar ®,, 
welche mit Q,; inzidiert. Dann werde Z(Q,) = pı n k gesetzt. 

Nunmehr können wir die Punkte des zu konstruierenden Raumes, den wir wieder 
mit 9 bezeichnen wollen, definieren als jene geordneten Punktepaare (Q,,Q,) mit 
Q;, € W;, für welche Z(Q,) = Z(Q,) ist. Für die Menge ® der Punkte von U kann dem- 
nach geschrieben werden: 


(22) B = (Qu, Q); HE A,i=1,2, Z(Q,) =Z(Q)}- 

Die in A noch zu erklärenden Geraden sind von zweierlei Art mit verschiedener 
Definition. Zunächst soll nämlich jedes geordnete Geradenpaar (g,, 8.) mit g, € W,, aber 
git Pı eine Gerade erster Art von W darstellen; die Menge dieser Geraden erster Art 
heiße €!, also: 

(23) Er = (a, 8); HU, PB, ie l,2}. 











Die Inzidenz zwischen den Punkten von ® und den Geraden aus €! wird erklärt durch 
die Festsetzung 


(24) (Q1, Qa) € (81, 82) => Qı € 81, Qa € Ba- 
Der Parallelismus für zwei Geraden aus €! wird eingeführt durch die Beziehung 


(25) (81, 83) || (h,, ha) «> 8ı | hı, 82 | hr. 
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Man erkennt wohl sofort, daß für die Geraden von €! die Axiome A 2 bis A 4 erfüllt 
sind. Ferner besitzen je zwei Punkte (Q,, @,), (Q}, @5) von 8, für die Z(Q,) + Z(Q;) ist, 
genau eine Verbindungsgerade (g,,g,) in €!, weil dann g, als Verbindungsgerade von 
Q, und Q@; in U; für jedes i = 1,2 eindeutig bestimmt und wegen Z(Q,) #Z(Q;) auch 
git PB; zutreffend ist (vgl. Abb. 3!). 

Es fehlen in W aber noch die Verbindungsgeraden von zwei Punkten (Q,, ®;), 
(0, @5) mit Z(Q,) = Z(@;). Um auch diese zu erhalten, haben wir eben noch die Geraden 
zweiter Art in X zu erklären. Wir bilden für jedes Z € k die Teilmenge 


(26) M; = {(Q1, 0.) EB; Z(Q,) = Z(Q,) =Z} 
von (22). In jedem M, sollen die Geraden dadurch erklärt werden, daß wir M, auf die 
dritte (bisher noch nicht benutzte) vorgegebene affine Ebene W, eineindeutig abbilden. 
Zur Durchführung legen wir in W, ein „Parallelkoordinatensystem‘‘ fest, indem 
wir in W, zwei verschiedene Scharen R,, R, paralleler Geraden auswählen und die Menge 
der Punkte von W, umkehrbar eindeutig auf die Menge der geordneten Geradenpaare 
(r,,r,) mitr, € R, durch eine Abbildung ®, abbilden, welche folgendermaßen definiert wird: 


(27) ; (r„,n)®'=rnrn. 


Sodann sei in W; für i = 1, 2 mit ®, die Schar der zu k parallelen Geraden bezeichnet. 
Aus A2 und A 5 folgt, daß die Mächtigkeit der Mengen $,, R,; wieder gleich der Kardinal- 
zahl s ist (die in A 2 vorkommt). Daher läßt sich R; aus W, auf 8, aus A, i= 1,2, um- 
kehrbar eindeutig abbilden. Wir wählen für jedes i = 1, 2 eine solche Abbildung fest aus, 
die wir beidemal durch ®, bezeichnen, um sie folgendermaßen zusammengefaßt schreiben 
zu können: 


(28) (ru r2) ®& = (k,k,). 
Durch ®, wird also auch die Menge der geordneten Geradenpaare (r,, r,) mit r, ER, auf 
die der geordneten Paare (k,, k,) mit k, € 8, eineindeutig abgebildet. 


Schließlich definieren wir noch eine Abbildung ®, der Paare (k,,%k,) mit k,€C% 
auf die Punktmenge M, durch die Vorschrift 


(29) (k,%)®d;=(kınpu kanp), 


worin p; für i=1,2 die mit Z inzidierende Gerade aus der Parallelenschar ®; sein soll 
(vgl. Abb. 3). 

Endlich bilden wir das Produkt der Abbildungen ®,, i=1,2,3, und erhalten in 
®,=®,®0,®, eine Abbildung, welche nach (27), (28), (29) die affine Ebene W, auf die 
Teilmenge M, von 3 eineindeutig abbildet. Ist nun g eine Gerade von W,, so nennen 
wir die Bildmenge g®, eine Gerade in M,. Die Menge €? aller dieser Geraden, gebildet 
für sämtliche M, mit Z €k, ist nun die Menge der Geraden zweiter Art von N. 

Es bleibt noch übrig, für die Geraden zweiter Art Inzidenz und Parallelismus zu 
erklären. Die /nzidenz der Geraden von €? mit den Punkten von ® aus (22) wird einfach 
als Inklusion definiert. Die innerhalb €® noch fehlenden Parallelbeziehungen werden 
erkärt durch Rückgang auf den in W, gegebenen Parallelismus gemäß der Festsetzung 


(30) - 80, ||hd.«—g||h. 

Die Konstruktion des gewünschten affinen Raumes A = B v E! u €? ist damit 
abgeschlossen. In ganz A gelten nunmehr in der Tat die Axiome A i bis A 4 ausnahmslos. 
Denn alle Punktepaare aus ® sind jetzt eindeutig verbindbar; der Parallelismus in €? 
ist nach (30) wieder reflexiv, symmetrisch und transitiv, weil dasselbe voraussetzungs- 
gemäß für den Parallelismus in , gilt; das Axiom A 4 ist bezüglich der Geraden von €? 
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ebenfalls gültig, weil die Punktmengen M, den ganzen Raum X schlicht überdecken. 
Übrigens ist auf Grund unserer Definitionen jedes M, eine zu A, isomorphe affine Ebene. 

Der Raum % hat nach seiner Konstruktion einen dreidimensionalen Aufbau und 
weist auch entsprechende Eigenschaften auf. Nimmt man z.B. in W, einen Punkt O auf k, 
so gehen durch den (damit gemäß (22) gebildeten) Punkt (0, O) von ® drei „Ebenen“ 
M,i=1,2,3, aus A, die zu den vorgegebenen affinen Ebenen W,, i=1,2,3, der 
Reihe nach isomorph sind. Es sind dies nämlich (als Punktmengen geschrieben) die 
folgenden Teilmengen von ®B: 


M, = {(Q1, 02); Qı EU, Q, €k, Z(Q,) = Z(Qy)}, 

M, = {(Q1, 02); Qı Eh, Q, EA, Z(Q,) = Z(Qy)}; 

M; = {(Q1, Q2); Z(Q)) = Z(Q,) = 0). 
(M, ist die Punktmenge M, aus (26) für Z= O). Die Ebenen M, haben zu je zweien 
die Punkte einer Geraden gemein. Jede andere Gerade von €! u €? hat entweder mit 
M; (für v = 1,2,3) genau einen Punkt gemein oder ist zu einer Geraden von M,; parallel. 

Andererseits ist A sicher ein nichtdesarguesscher Raum, wenn mindestens eines der 
vorgegebenen W;, eine nichtdesarguessche Ebene war. In diesem Fall muß sich also das 
Verhalten von 4 hinsichtlich Inzidenz und Parallelismus wesentlich von dem eines 
gewöhnlichen affinen Raumes unterscheiden. Man findet z.B. in der Tat leicht, daß 
sich dann nicht alle Parallelogramme schließen, d.h. daß in W für zwei Parallelenpaare 
g||g’ und A ||%’, welche den Beziehungen gnh +9, grnh’ #9, hg’ +9 genügen, 
im allgemeinen g’'nh' = 9 ist. 
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Extension au cas non commutatif d’un theor&me 
de Krull et d’un lemme d’Artin-Rees. 
AM. Wolfgang Krull, a Poccasion de son 60° anniversaire. 


Par L. Lesieur ä Poitiers et R. Croisot a Besancon. 





Introduetion. 


A etant un anneau commutatif noetherien et 7 un id6al de A, W. Krull a montre 
au moyen de la decomposition en id&aux primaires que l’ideal V = N, verifie la relation 


V = JV. La demonstration n’est pas valable pour un anneau non commutatif noetherien 
ä gauche; nous donnons un exemple pour lequel on a V # JV. Mais on peut remarquer 
que V peut ötre consider comme l’intersection des id6aux Q tels que J soit contenu dans 
le radical primaire de Q. On d&montre alors que le theor&me de Krull s’etend au cas non 
commutatif si l’on remplace le radical primaire par le radical tertiaire: V etant l’inter- 
section des id&aux ä gauche (ou seulement bilateres) Q tels qu’un ideal bilatere donne 
J soit contenu dans le radical tertiaire de @, on aV = JV. On en deduit, en utilisant 
un rösultat de N. Jacobson, que l’interseetion des id&aux & gauche dont le radical tertiaire 
contient le radical de Jacobson est nulle. 

Considerons, dans le m&me ordre d’idees, le lemme d’Artin-Rees: A etant un anneau 
commutatif noetherien unitaire, U un A-module unitaire de type fini, V un sous-module 
de U, 7 un ideal de A et n un entier positif, il existe un entier positif m tel que 

POKRVEPT: 

Nous gen£ralisons ce lemme au cas non commutatif sous la forme suivante: A etant un 
anneau noetherien & gauche unitaire, U un A-module unitaire de type fini, V un sous- 
module de U, 7 un ideal bilatere de A, et X un sous-module de V tel que 7 soit contenu 
dans le radical tertiaire de X (consider& comme sous-module de V), il existe un sous- 
module @ de U tel que@ nV = X, J etant contenu dans le radical tertiaire de Q@. Nous 
demontrons de plus que le lemme d’Artin-Rees est valable dans le module U sous la 
forme initiale si et seulement si tout sous-module tertiaire de U est primaire. 

Les d&emonstrations utilisent la theorie des (C)-algebres que nous avons developpee 
ailleurs (ef. L. Lesieur et R. Croisot, [6], Chapitre III)'). 


$ 1. Etude d’une certaine sous-algöbre d’une (C)-algebre (L). 


Considerons une (E)-algebre (Z) noetherienne ou artinienne, modulaire, satisfaisant 
a l’axiome D. Soit V un element de (L) et (V) la sous-algebre de (L) constituee par 
l’ensemble des elements X < V muni de l’ensemble (€) d’operateurs (cf. Loc. eit., chapitre III 
$ 5). Dans cette sous-algebre, le residuel a gauche de X € (V) par Y€(V) est le residuel 
ä gauche X. Y de X par Y, ces el&ments &tant consideres comme des elements de (Z.); 
le residuel ä droite de X € (V) par FE (E) est (X.- A) V oü X. A dösigne le residuel 
a droite par AE(E) de X considere comme &l&ment de (Z). 

1) On pourra consulter aussi L. Lesieur et R. Croisot [3], oü l’on definit une (C’)-algöbre satisfaisant & l’axiome 
D (cas particulier, p. 83); une telle (C)-algöbre est modulaire si le treillis (L) est modulaire et „-continu. Elle 
est noetherienne si (Z) v£rifie la condition de chaine ascendante et artinienne si (L) verifie la condition de 
chaine descendante. La thöorie ea done en particulier au cas de la (C’)-algöbre (L) noetherienne modul- 


aire constitu6e par les sous-mod un A-module U de type fini sur un anneau A noetherien & gauche. Le 
treillis (CE) d’operateurs est alors l’ensemble des id6aux bilateres de A. 
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Nous dirons qu’un @l&ment X< V est tertiaire (resp. primaire) relativement a V 
si c’est un element tertiaire (resp. primaire) dela (C)-algebre (V). Explicitons ces döfinitions. 

Deöfinition 1. 1. Un element X < V est dit tertiaire relativement ä V si l’on a 

(X.-AAnrV>X,V>2C>X=»>(X.-AAnC>X. 
On sait que cette implication est &quivalente & la suivante: 
(X.-AAnV>X,V20,C=zX>X.-AnC=HX. 
Definition 1.2. Un element X < V est dit primaire relativement @ V si l’on a 
(X.-AAnrV>X>Intel que A"V<X. 

De möme, nous appellerons radical tertiaire (resp. primaire) relativement ä V, d’un 
element X=s V, le radical tertiaire (resp. primaire) de X dans la (C)-algebre (V). D’oü 
les definitions: 

Definition 1.3. Le radical tertiaire R/(X) d’un element X < V relativement ä V est 
l’element maximum A€(E) tel que 

(X: -AnC=X, CsV>C=X. 

On sait que c’est aussi l’element maximum tel que 

(X. -AANCEX,C=zSV>C<XN. 

Definition 1. 4. Le radical primaire RY(X) d’un el&ment XS V relativement ä V est 
l’element maximum A€ (€) tel qu’il existe un entier positif n avee &"V<X. 

La theorie des (E)-algebres (Cf. [6]?) donne immediatement les rösultats suivants: 

Propriete 1.1. Pour tout X<V,on a 

RY(X)SRy(A). 

Propriete 1.2. Pour tout X,<V et tout X,=<V, on a 

BZ (X, nA,2 Rz (X)) > RZ (X). 

Propriete 1.3. Tout element X< V admet une decomposition reduite comme inter- 
section d’un nombre fini d’elements tertiaires relativement ä V. Deux decompositions reduites 
d’un meme element ont meöme nombre de composants et mömes elöments premiers associes. 

Rattachons maintenant la notion d’&l&ment tertiaire relativement ä V ä celle 
d’element tertiaire (relativement ä U). 

Propriete 1. 4. Soit Q un element quelconque de (L). Posons X =Q@ nV. Tout residuel 
essentiel?) de X considere comme element de (V) est un residuel essentiel de Q. Si Q est 
P-tertiaire, et si X est distinct de V, X est D-tertiaire relativement a V*). 

Sot D=X'.Y avec Y<V satisfaisant ä 

Z<SY,Z+ X>X'.2=D. 

Onap2=Q+.Y. Soit Z= Y(<V) avec Z’<=Q. On en deduit 
Q:.2=X'.Z wvwceZ'&X, 

dou X'.Z’ =DetQ'.Z' =). Par suite, 2 est bien residuel essentiel de Q. 

Si Q possede un seul residuel essentiel I, il en est done de möme de X (X etant 
distinet de V), d’oü la propriete. 


2) On Kr: consulter aussi [3] et [4]. 


®) Of. ou [d]. 

*) On montre ß la m&me maniöre que tout r6siduel & gauche propre de X consider comme &l&ment de (V‘) 
set un rösiduel & gauche propre de Q. On en deduit que, si fi est primaire, secondaire ou uniresidue, il en est de 
m&me de X consid6r6 comme &l&ment de (V). Par contre, Q peut @tre primal sans qu’il en soit ainsi de X. 
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Propriöt6 1.5. Tout element X de (V) P-tertiaire relativement a V est de la forme 
X=(0nV oüd est un element P-tertiaire de (L)°). 

Soitt X=Q,nQ,rn "nm Q, une decomposition reduite de X comme intersection 
d’elements J;-tertiaires de (L). On en deduit X = (Q, nV) n(QrV)nn(QarnV). 
Les elements Q,r V sont J;-tertiaires relativement ä V d’apr&s la propriet& 1.4. Par 
suite, d’apres la propriet& 1.3, en supprimant dans cette d&composition de X autant 
d’el&ments superflus qu’il est possible, il subsiste un seul element, d’oü la propriete. 


Les proprietes 1.4 et 1.5 conduisent aux th&or&mes suivants. 

Theoröme 1.1. Pour que Pelement X< V soit D-tertiaire relativement a V, il faut et 
il suffit qu’il soit la forme 

X=0nV 
ou Q est un element P-tertiaire de (L). 
Theoröme 1.2. Pour tout element X< V, il existe Q € (L) tel que 
RX) = R(Q) e X=0OrV. 

Pour X = V, il suffit de prendre@ = U. Soit alors X # Vet X=X,n X, nX, 
une decomposition reduite de X comme intersection d’&l&ments X, J;-tertiaires relative- 
ment ä V. Chaque &l&ment X, est de la forme Q,;,n V oü Q, est D;-tertiaire d’apres la 
propriete 1.5. Posons O =Q,nQ,rn''nQ,. Cette d&composition est certainement reduite. 
Par suite, d’apres le th&or&me 3. 4 de [4], on a d’une part (X)= DR, nDM,n ‘nd, 
d’autre part R,(Q) = Pı rn Par" Du. Le theoreme en rösulte. 


$ 2. Generalisation d’un th&or&me de Krull. 


Le theoreme suivant, dü a W. Krull, est maintenant classique ®): 


Dans un anneau commutatif noetherien, J etant un ideal quelconque, si l’on pose 
v-np,naV=JV. 
nzi 


La demonstration, qui utilise la decomposition d’un ideal comme intersection 
d’id6aux primaires, ne s’&tend pas au cas d’un anneau non commutatif. 

Considerons une (E)-algebre (Z) noetherienne ou artinienne, modulaire, satisfaisant 
a l’axiome D. Soit 7 un el&ment de (C). Envisageons l’element V de (ZL) qui est l’inter- 
section de tous les &lements Q de (Z) tels que J< A,(Q@). Montrons que JV = V. Supposons 
JV<V. En posant X = JV, on a J< AY(X)s A (X). D’apres le th&oröme 1.2, il 
existe un elöment Q€ (Z) tel que X=_nV avec A/(X) = R,(0). Il en resulte V<Q 
d’apres la definition de V, d’oüu V< X = JV, ce qui est impossible. 

D’oü le th&or&me: 

Thöor&me 2.1. Soit une (E)-algdbre (L) noetherienne ou artinienne, modulaire, satis- 
faisant da l’aziome D. Etant donne J € (€), l’intersection de tous les elements Q de (L) tels 
que J< R,(Q) verifie legalite V = JV. 

Remarque. V etant defini comme ci-dessus, la d&monstration prec&dente £&tablit, 
plus göneralement, que tout elöment X< V tel que J<= A (X) verifie X =V. 

Le theor&me 2.1 donne en particulier: 


Theoröme 2.2. 7 etant un ideal bilatere d’un anneau noetherien bilatere A et U un 
A-module noetherien, l’intersection V de tous les sous-modules Q de U qui verifient J< R;,(Q) 
est telle ue V= IV. 

La propriet& 1 de N. Jacobson ([1] p. 200) entraine alors le th&or&me suivant. 

®) Cette propriete n’est pas valable si l’on remplace tertiaire par primaire, par exemple, & moins que X 


soit interseetion d’&l&ments primaires de (L). 
®) C#. N. Jacobson [1], p. 200. 
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Theor&me 2. 3. 7 etant le radical de Jacobson d’un anneau noetherien ä guuche, l’inter- 
section de tous les ideaux a gauche Q tels que J< R,(Q) est l’ideal nul. 


Exemple. Soit A l’anneau de Birkhoff-Witt form& par l’algöbre obtenue en ad- 
joignant & un corps commutatif ÄX les deux gönerateurs x et y tels que 
ay— yı=ı. 
Prenons l’id&al bilatere premier 7 = (y) = Ar + Ay. Ona 
Ww,=nJ = N (42 + Ay") = (x) = Ar. 


nzi 
JW, = (Ax + Ay) Ar = Ar? + Ayc #W,.. 
Par contre, soit V l’intersection des id6aux & gauche Q tels que Js A,(0). D’aprös 
le theor&me 2:2, V est tel que V = JV. D’autre part, on a V< W,, d’oü l’on deduit 
Vs J"W, et par suite V s.Nn,IW, =W, = N (Aa* + Ay"zx) = Az®?. On a de möme 


Remarque. Ce dernier resultat permet de conjecturer une generalisation d’une 
propriete classique du cas commutatif: V = 0 lorsque 7 + A, A etant un anneau 
d’integrit& noetherien & gauche. 


$ 3. Gen6ralisation d’un lemme d’Artin-Rees. 


Le resultat suivant est connu sous le nom de lemme d’Artin-Rees: 

Soient A un anneau commutatif noetherien et U un A-module de type fini. Etant 
donnes un sous-module V de U, un ideal 7 de A et un entier positif n, il existe un. entier 
positif m tel que 

JUAVEPFY 

Ce lemme n’est pas valable pour un anneau non commutatif noetherien ä gauche 
unitaire et un A-module unitaire de type fini comme on le verra un peu plus loin. 

Considerons une (C)-algebre noetherienne ou artinienne, modulaire, satisfaisant ä 
’axiome D. Soient V un &l&ment de (Z), 7 un el&ment de (E) et X< V verifiant J< A/(X). 
D’apres le theoröme 1.2, il existe Q tel que A/(X) = A,(0) et X =QrV. On peut 
done &noncer le theor&me suivant qui gen£ralise le lemme d’Artin-Rees. 

Thöoröme 3. 1. Soit une (T)-algebre noetherienne ou artinienne, modulaire, satisfaisant 
a laxiome D. Etant donnes V E(L), JE(E) ee X=<V verifiant J< RZ(X), Ü existe 
Q&E(L) tel que 

JERQ aan V=X. 

On en deduit notamment: 

Thöoröme 3.2. Soient A un anneau noetherien 4 gauche unitaire, U un A-module 
unitaire de type fini, V un sous-module de U. L’ensemble des sous-modules X de V tels que 
Js R(X) constitue une base des voisinages de zero dans une topologie definie dans V. Cette 
topologie coincide avec la topologie induite sur V par la topologie definie dans U au moyen 
d’une base de voisinages de zero constituee par les sous-modules Q de U tels que JS R;(Q). 

Les sous-modules X de V consideres forment bien une base de voisinages de zero 
dans une topologie €, definie dans V d’apres la propriet& 1.2 d’oü resulte 

JER(K), JE (K)>IS RR (Kr X). 

En appliquant ceci avec U = V, on voit que les sous-modules Q de U consideres 

forment une base de voisinages de zero dans une topologie EC, definie dans U. 


?) Ci. O.Zariski et P. Samuel [7], p. 253. 
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Montrons que la topologie induite par CE, sur V est E,. D’ abord, On V est un 
veisinage de zero dans CE, car on a, d’aprös la propriste 1.4, Z(QOrV)>2 R,(Q0)2JI. 
D’autre part, pour tout X tel que J< A (X), il existe@ tel que J< A, (Q)t@nV=X 
d’apres le theor&me 3.1. C.q.f.d. 

Donnons maintenant une condition necessaire et suffisante pour que le lemme 
d’Artin-Rees soit valable. 

Nous dirons qu’une (C)-algebre (Z) noetherienne ou artinienne, modulaire, satis- 
faisant ä l’axiome D, verifie le lemme d’ Artin-Rees si on a la propriete& suivante: 

Pour tout V € (L), tout JE (E) et tout entier positif n, il existe un entier positif m 
tel que 

J"UnNVs$pV. 

Thöoreme 3.3. Pour qu’une (E)-algebre (L) noetherienne ou artinienne, modulaire, 
satisfaisant @ l’axiome D verifie le lemme d’ Artin-Rees, il faut et il suffit que tout element 
tertiaire de (L) soit primaire. 

La condition est suffisante. En effet, dans les hypotheses du lemme d’Artin-Rees, 
posons X = J"V, d’oü J< A/(X)= A%(X). D’apres le thöoröme 3.1, il existeQ € (Z) 
tel que J< AR,(Q) = A,(Q) et On V = X. On en deduit l’existence d’un entier positif 
m avec JTÜ<SQ d’oü 

J"UnVsQanV=X=JV. 

La condition est necessaire. Soit Q un &l&ment tertiaire de (Z) et soit J tel que 

Q.- FJ>Q. Prenons V =. J et considerons JV. Il existe donc un entier positif m avec 


J"UNRQN = I"UrVEIVEQ, 
d’oü Q &tant tertiaire, J” U<(, ce qui montre que Q est primaire. 

Corollaire. Pour qu’un A-module unitaire U de type fini sur un anneau A noetherien 
a gauche verifie le lemme d’ Artin-Rees, il faut et il suffit que tout sous-module tertiaire de U 
soit primaire. 

Il en resulte qu’on peut obtenir un contre exemple du lemme d’Artin-Rees dans 
le cas non commutatif en considerant un module dans lequel existe un sous-module 
tertiaire non primaire (Cf. l’exemple b) de L. Lesieur et R. Croisot [3], p. 102: prendre 
n=1, J=BeaV=(C()). 


8) M. Lazard [2] a signale un cas interessant d’anneau A non commutatif dans lequel le lemme d’Artin- 
Rees est valable pour un ideal 7. 
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